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1 Vorbemerkungen

1.1 Hinweise zur Anleitung

Abschnitte die mit einem Stern gekennzeichnet sind (*) dienen zur Vertiefung des
Stoffes und sind fiir die Vorbereitung auf das 1. Kolloquium nicht unbedingt er-
forderlich. Diese Abschnitte dienen dazu das Versténdnis der Abbildungstheorie zu
vertiefen.

1.1.1 Laserschutz
Warnung!

Sie arbeiten bei diesem Versuch mit einem Laser der Leistung 10 mW. Gelangt
der Laserstrahl ungeschwécht in IThr Auge, so wird dieses schwer geschidigt. Aus
Griinden des Laserschutzes ist jede in der Versuchsanleitung nicht genannte Veran-
derung der Apparatur zu unterlassen. Beachten Sie insbesondere die im Anhang A
aufgefithrten Grundregeln des Laserschutzes.

1.1.2 Lehr- und Lernziele

Intention dieses Versuches ist es, ein Verstandnis dafiir zu vermitteln, wie optische
Systeme einfallendes Licht zu Bildern verarbeiten. Zur Beschreibung dieser Vorgénge
ist die Fourieranalyse ein leistungsfihiges mathematisches Verfahren und bietet dar-
iiber hinaus eine hervorragende Mo6glichkeit, optische Vorgénge in der Terminologie
raumlicher Frequenzen zu diskutieren. Schliellich ist man in der Lage, Aussagen
iiber die Amplituden und Phasen der Lichtwellen, die sich im Bild ,,vereinen“, zu ma-
chen. Aulerdem wird die Verarbeitung von Daten mittels einer optischen Apparatur
demonstriert, womit ein kleiner Einblick in das auch technisch sehr interessante Ge-
biet optischer Datenverarbeitung gegeben wird. Die Bildverarbeitung im Computer
beruht auf derselben mathematischen Basis.

Folgende drei Schwerpunkte haben sich herauskristallisiert:

1. In einer ersten Phase soll das in der Physik sehr wichtige mathematische Hilfs-
mittel der Fouriertransformation anhand einfacher Beispiele anschaulich de-
monstriert werden.

2. Im darauffolgenden Abschnitt wird eine physikalische Interpretation der ein-
zelnen , Fourierkomponenten® der Transformierten gegeben.
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3. Zu guter Letzt, um Bilder - die rdumliche Verteilung optischer Information -
und ihre Ubertragung durch optische Systeme zu verstehen, werden jene ganz
gezielt durch rdumliche Filterung beeinflufit.

Es lag nicht in unserem Sinne, alle M6glichkeiten der Apparatur auszureizen, sondern
wir versuchten durch Reduktion auf das didaktisch Wichtige gerade die Anschauung
zu unterstiitzen. Wir appellieren an Ihren physikalischen Spieltrieb und wiinschen
Ihnen deshalb

viel Spaf3 beim Experimentieren!



2 Vorkenntnisse / Schlagwortverzeichnis

Dieser Abschnitt soll Thnen als Leitfaden fiir die Vorbereitung auf den Versuch die-
nen. Die weiter unten angefithrten Punkte erheben durchaus nicht den Anspruch auf
Vollstéandigkeit, sondern wollen Sie zum eigenstdndigen Durcharbeiten der einschléa-
gigen Literatur animieren. Unter diesem Aspekt sind auch die Literaturangaben am
Ende dieses Abschnittes zu verstehen.

2.1 Wiederholungen
1. Abbe’sche Abbildungstheorie
2. Objektive und Fernrohre
3. Interferenz

4. Fraunhofersche Beugung an Spalt, Doppelspalt, Rechteck, Kreis, Gitter

2.2 Mathematische Grundlagen

1. Komplexe Darstellung der Wellenbewegung

2. Fouriertransformation

a) Definition und Inversion
b) Der zweidimensionale Fall

c) Eigenschaften
3. Dirac’sche Delta-Distribution

4. Faltungstheorem mit Folgerungen

2.3 Physikalische Schlagworter
1. Blendenoffnungsfunktion
2. Punktverwaschungsfunktion (point spread function)
3. Optisch lineares System

4. Orts- oder Raumfrequenzen
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5. Auto-, Kreuzkorrelation
6. Kontrast, Modulation

7. Optische Ubertragungsfunktion, Phasen-, Modulations-, Amplitudeniibertra-
gungsfunktion

2.4 Technische Gerate und Methoden

1. Zoomobjektive
2. Laser
3. Modenblende oder Raumfilter

4. Autokollimation

2.5 Literatur

e Erwerb der Grundkenntnisse

1. Hecht, Eugene: OPTIK, Addison-Wesley, 1989

2. Bergmann, Schaefer: LEHRBUCH DER EXPERIMENTALPHYSIK, Bd.
3, deGruyter, 1987

e Zur Vertiefung und Ergénzung
1. Rohler, Rainer: INFORMATIONSTHEORIE IN DER OPTIK, WVG,
1967
2. Klein, Furtak: OPTIK, Springer, 1988

3. Steward, E. G. : FOURIER OPTICS, AN INTRODUCTION, Ellis Hor-
wood Limited, 1989

4. Pulvermacher, H. : OPTICAL TRANSFER FUNCTIONS
in: Staudenmaier, H.M. (Ed.): Physics Experiments Using PCs, Springer,
1993, S. 219



3 Die Physik des Experiments

In diesem Kapitel sollen die wichtigsten physikalischen Phdnomene aus dem Bereich
der Fraunhoferschen Beugung und der Abbildung wiederholt, eine kurze Einfithrung
in die Fourieroptik gegeben und die Fouriertheorie auf Probleme der Beugungs- und
Abbildungsoptik angewandt werden. Hierzu ist es hilfreich, wenn Sie sich zusétzlich
die entsprechenden Kapitel in der angegebenen Literatur durchlesen. Wir empfehlen
dringend die Lektiire von E. Hecht, OPTIK, Kapitel 10.2, Kapitel 11, Kapitel 14.1
oder die entsprechenden Abschnitte in anderen Optiklehrbiichern.

3.1 Optische Abbildung

Im folgenden soll die Theorie der Abbildung eines Objekts durch ein abbildendes
System dargestellt werden. Das abbildende System kann dabei aus nur einer Linse,
oder auch aus einer ganzen Reihe von optischen Komponenten bestehen. Dabei sei
stets die Ausdehnung des abbildenden Systems als grof§ gegeniiber dem Objekt an-
genommen. Weiterhin sollen Abbildungsfehler, die durch Linsen bedingt sind (z.B.
Koma, chromatische Abberation, etc.) vernachlissigt werden. Soweit nicht beson-
ders spezifiziert soll die Beleuchtung stets durch eine ausgedehnte Lichtquelle mit
monochromatischer, kohérenter Strahlung erfolgen.
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Abbildung 3.1: Abbildung eines Doppelspaltes durch eine Linse.

Abbildung 3.1 zeigt die Abbildung eines Doppelspaltes durch eine Linse. Ausge-
hend von den Gesetzen der geometrischen Optik konnen Lage und Grofle des Bildes
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nach den bekannten Linsengleichungen konstruiert, bzw. berechnet werden. Die Ge-
setze der geometrischen Optik geben uns aber keinerlei Information iiber die Griinde,
die fiir die Qualitdt der Abbildung entscheidend sind. Um die Grundlagen der op-
tischen Abbildung niher zu verstehen, miissen wir deshalb {iber die geometrische
Optik hinausgehen und den Wellencharakter von Licht beriicksichtigen.

Das einfallende Licht wird am Objekt O in Gestalt der beiden Spalte S1 und 52
gebeugt. Die gebeugte Strahlung wird von der Linse L “verarbeitet”, so dass wieder
ein Bild des Objekts in Gestalt von B1 und B2 auf dem Schirm S entsteht. Bei der
Beugung konnen zwei Extremfélle unterschieden werden, die Nahfeld-Beugung oder
auch Fresnelbeugung und die Fernfeld-Beugung oder auch Fraunhofer-Beugung. Im
folgenden wird nur die Fraunhofer-Beugung betrachtet.

3.2 Fraunhofer-Beugung

Unter dem Begriff Fraunhofer-Beugung werden die Beugungserscheinungen zusam-
mengefasst, die im groflem Abstand vom Objekt sichtbar sind. Dies bedeutet, dass
die Beugungserscheinungen quasi im Unendlichen beobachtet werden. Mit dem op-
tischen Aufbau von Abb. 3.1 entstehen diese Beugungserscheinungen in der Bren-
nebene der Linse L, da hier die Strahlen, die vor der Linse L parallel laufen, also
aus dem Unendlichen kommen, ein Zwischenbild — das Beugungsbild — erzeugen.
Dieses Beugungsbild 1&8t sich sichtbar machen, indem ein Schirm in der Brennebene
der Linse L aufgestellt wird. Abbildung 3.2 zeigt dies fiir zwei parallele Wellenziige,
die durch Beugung am Doppelspalt S1 und S2 entstehen und im Punkt P in der
Brennebene F' der Linse interferieren.

O L

Abbildung 3.2: Beugung am Doppelspalt.

In Abhéngigkeit vom Wegunterschied [ der beiden Wellenziige, entsteht konstruk-
tive oder destruktive Interferenz in der Brennebene der Linse. (Die Strecke S; P ist
wegen des Fermatschen Prinzips gleich G P). Fiir konstruktive Interferenz muss der



3.2 Fraunhofer-Beugung

Wegunterschied [ ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenldnge \ sein:
) I v n-XN y

sin(©) = D~ D f (3.1)
Wenn wir nur eine bestimmte Ordnung (n = 1) betrachten, ergibt sich fiir den
Abstand des Interferenzmusters von der optischen Achse:

foA
y="5 (3.2)

Der Abstand des Interferenzmusters von der optischen Achse in der Brennebene der
Linse ist also umgekehrt proportional zur Gréfle des Objekts. Wellenziige, die von
sehr kleinen Strukturen im Objekt herriihren werden also durch konstruktive Interfe-
renz weit auflen in der Brennebene abgebildet, hingegen werden Wellenziige, die von
grofien Strukturen herriihren in der Ndhe der optischen Achse abgebildet. So entste-
hen im Beugungsbild Interferenzmuster die umgekehrt proportional zur rdumlichen
Ausdehnung im Objekt sind und linear in der Beugungsebene angeordnet sind. Die-
se umgekehrte Proportionalitiat zur Objektebene fithrte zum Begriff des reziproken
Raumes fiir die Brennebene der Linse. Der Kehrwert einer rdumlichen Ausdehnung
hat (bis auf die Konstante v = {) die Einheit einer Frequenz, man spricht deshalb
auch vom Frequenzraum und den Ortsfrequenzen bzw. Raumfrequenzen des Objekts,
die im Frequenzraum abgebildet werden. Das Fraunhofersche Beugungsbild liefert
somit eine Verteilung der Bildinformation sortiert nach ihren Frequenzanteilen. Die
Bedeutung der Ortsfrequenz liegt darin, dass sie eine im Experiment beobachtbare
Grofe ist.

Das Fraunhofersche Beugungsbild sortiert die Bildinformation nach Strahlenbiin-
del, die vor der Linse parallel zueinander verlaufen. Da dazu immer mehrere Strah-
len erforderlich sind (mindestens 2), entstehen diese Strahlen immer an periodischen
Strukturen. Alle periodischen Strukturen im Bild werden also im Fraunhoferschen
Beugungsbild abgebildet. Nur rein singuldre Strukturen sind dort nicht sichtbar.
Das Fraunhofersche Beugungsbild ist somit eine Analyse der Bildinformation nach
periodischen Bildstrukturen.

Das Fraunhofersche Beugungsbild im reziproken Raum kann aus der Intensitéts-
verteilung in der Objektebene, der sog. Blendendffnungsfunktion direkt berechnet
werden (siehe dazu die einschldgige Fachliteratur). Es ergibt sich fiir eine Abbildung
durch eine Linse:

- Xz+Yy

+0oo
F'(X,Y) :// T(z,y)e TR dady. (3.3)

Wobei E'(X,Y) das Fraunhofersche Beugungsbild, 7(z, y) die Blendenséffnungsfunk-
tion, A die Wellenldnge des Lichts, f die Brennweite der Linse, x,y die Koordinaten
in der Objektebene und X, Y die Koordinaten in der Beugungsebene der Linse sind.

Dieses Integral ist aber gleichzeitig die Fouriertransformierte der Blendentffnungs-
funktion (siehe Anhang C.2). Man kann also ganz allgemein sagen, dass das Fraun-
hofersche Beugungsbild die Fouriertransformierte der Blendenoffnungsfunktion ist.
Eine Linse kann somit als ein Fouriertransformator betrachtet werden.
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3.3 Point Spread Function

Wir haben bisher Beugung diskutiert, die am Objekt entsteht. Bei einer Abbildung
durch eine Linse treten jedoch auch Beugungseffekte an der Linsentffnung selbst
auf, die ebenfalls beriicksichtigt werden miissen.

Da die Linse nur eine endliche Grofie hat, gibt es offensichtlich einen Grenzwinkel
der einfallenden gebeugten Strahlung vom Objekt und damit eine Grenzfrequenz
fiir kleinste Strukturen die durch die Linse gerade noch iibertragen werden. Diese
Grenzfrequenz héngt offensichtlich lediglich vom Durchmesser der Linse ab (siehe

Abb. 3.3).
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Abbildung 3.3: Abbildung eines Punktes, Punktverwaschungsfunktion.

Diese Grenzfrequenz bestimmt die kleinsten Strukturen, die im Bild sichtbar, sie
legt damit die Auflosung (d.h. die Qualitét) im Bild fest. Mathematisch 148t sich
die Qualitéit einer Abbildung durch ein optisches System durch die sog. Punktver-
waschungsfunktion (PSF) beschreiben (im Englischen point spread function, gele-
gentlich wird auch der Ausdruck spatial redistribution function verwendet). Die PSF
beschreibt die Abbildung eines punktférmigen Objektes das im Unendlichen liegt.
Im Idealfall wiirde ein Punkt wieder als Punkt in die Brennebene abgebildet wer-
den. Auf Grund der Grenzfrequenz ergibt sich jedoch nur eine endliche Auflésung
(bzw. auf Grund des endlichen Offnungsdurchmessers der Linse ergibt sich Beugung)
und somit ein “verwaschener” Punkt. Die Helligkeitsverteilung dieses verwaschenen
Punktes ist durch die PSF gegeben (sieche Anhang C.5).

3.4 Fourieroptik

Im Folgenden wollen wir die bisherige, mehr phdnomenologische Sichtweise verlassen
und uns in eine fortfithrende, weit verbreitete Terminologie einarbeiten, die es uns
erlaubt, ein weitaus tieferes Verstédndnis fiir den optischen Abbildungs- und Bildver-
arbeitungsprozef zu erlangen.



3.4 Fourieroptik

3.4.1 Die Grundlagen

Nach dem Theorem von Fourier lassen sich periodische Funktionen, und damit die
mathematische Beschreibung von periodischen Objekten, stets in eine Reihe har-
monischer Funktionen zerlegen, in die sogenannte Fourierreihe. Durch diese Ent-
wicklung wird eine periodische Struktur mit der Periode a automatisch in ihren
,Ortsfrequenzbestandteilen £n/a (n € N,) dargestellt, wobei n als Ordnung des
Entwicklungsgliedes bezeichnet wird. Um auch ganz allgemeine Strukturen mittels
Raumfrequenzen darstellen zu konnen, verwendet man die sogenannte Fouriertrans-
formation, die als Ergebnis des Grenziiberganges aus den Fourierreihen eine integrale
Form hat und damit kontinuierlich ist (siche Anhang C.2). Wie bereits in Kapitel
3.2 gezeigt wurde, ist das Beugungsbild, das in der Brennebene eines abbildenden
Systems ensteht die Fouriertransformierte der Blendenoffnungsfunktion. Aus diesem
Grund wird die Ebene des Beugungsbildes auch als Fourierebene bezeichnet.

3.4.2 Fourieroptik und Beugung

Um den Zusammenhang zwischen den mathematischen Hilfsmitteln der Fourier-
transformation und der grundlegenden Physik zu demonstrieren, werde als grund-
legendes Beispiel der Zusammenhang zwischen Fraunhoferscher Beugung und der
Entwicklung nach ebenen Wellen untersucht. Damit die Formeln nicht unnétig zu
kompliziert werden, betrachten wir nur die x-z-Ebene. Man kann ein elektromagne-
tisches Feld A(z, z) als Uberlagerung ebener Wellen in der folgenden Form darstellen

Az, 2) = / Aky) eitks+h=2) g

A(k,) gewinnt man aus A(x,0) durch inverse Fouriertransformation:

Ak,) = % /A(:U,O)e’im dx. (3.4)

Aus dem Vergleich mit Gl. (3.3) ergibt sich folgende Beziehung zwischen der Orts-
frequenz R; und dem Wellenvektor £;:

j .
ki = 2m55 = 2R i=XY (3.5)

Weiter gilt fiir den Beugungswinkel © = % Das heifit, die Welle mit der Kompo-
nente k, des Wellenvektors wird in der Brennebene der Linse an den Ort

X—0f - koA f
27
fokussiert. Damit folgt
k= 2m
. = 7T)\f.
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Wird das in Gl. (3.4) eingesetzt, so ergibt sich sofort das Fraunhofersche Beugungs-
integral.

Beriicksichtigt man die Ergebnisse der mathematischen Behandlung der Fourier-
transformation und die Gl. (3.3), so erkennt man, dass in der Fourieroptik nach
ebenen Wellen entwickelt wird. Insbesondere werden damit ebene Wellen auf einen
Punkt abgebildet und umgekehrt. In diesem Zusammenhang spielen die Gl. (C.11)
und (C.13) aus dem Anhang C.2 eine wichtige Rolle.

3.4.3 Optische Ubertragungsfunktion

Fiir die Bildentstehung entscheidend ist welche Bildfrequenzen durch das optische
System in die Abbildung iibertragen werden. Dazu wird die sog. optische Uber-
tragungsfunktion OTF verwendet. Sie gibt an in welchem Umfang eine bestimmte
Bildfrequenz im abbildenden System weitergegeben wird. Im Fourierraum ergibt sich
somit aus dem Produkt des fouriertransformierten Objekts 7(X,Y") (d.h. der fourier-
transformierten Blendensffnungsfunktion 7(x,y)) und der OT'F die fouriertransfor-
mierte Abbildung A(X ,Y). Mathematisch wird dies folgendermaflen ausgedriickt:

AX,Y)=7(X,Y) - OTF(X,Y). (3.6)

3.4.4 Faltungstheorem und Beugung

Ein gutes Beispiel fiir die Anwendung des Faltungssatzes in der Fourieroptik ist die
Beugung an Mehrfachspalten.

Beugung am Doppelspalt: Zunichst wird auf den Faltungssatz in Gl. C.13 hinge-
wiesen (siehe Anhang C.2), der besagt, dass die Fouriertransformierte einer Faltung
einer Funktion mit einer anderen dem Produkt der Fouriertransformierten der bei-
den Funktionen entspricht:

hz) = f(z)xg(x) — hR)=f(R) g(R)

wobei fiir den ,Wellenvektor k die Raumfrequenz R gesetzt wurde, deren Zusammen-
hang oben erklédrt wurde (siehe Gl. 3.5). Das Symbol * steht fiir die mathematische
Operation Faltung, das Symbol — fiir eine Fouriertransformation.

Am Beispiel des Doppelspaltes ist in Abbildung 3.4 die Darstellung einer opti-
schen Struktur sowie ihres Beugungsbildes als Ergebnis einer Faltung angefiihrt.
Die Blendenoffnungsfunktion eines Doppelspaltes kann als Faltung einer Einfach-
spaltoffnungsfunktion (Rechteckfunktion) mit zwei §-Funktionen an den Positionen
der Spaltmitten beschrieben werden (linke Spalte in Abb. 3.4). Die Beugungsmu-
ster bzw. die Fouriertransformierten der einzelnen Funktionen sind bekannt. Nach
dem Faltungstheorem ist nun das Gesamtbeugungsbild das Produkt der einzelnen
Fouriertransformierten: d.h. das Produkt einer sinc- mit einer cosinus-Funktion.

10
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Abbildung 3.4: Beugung am Doppelspalt: Ein Beispiel fiir das Faltungstheorem.

Beugung am Gitter: Dieses Prinzip ldsst sich auf die Beugung am Gitter ver-
allgemeinern. Der Grundprozess ist hier die Beugung am idealen Gitter, mathema-
tisch représentiert durch einen Dirac-Kamm. Als Beugungsbild ergibt sich wieder ein
Dirac-Kamm, d.h. eine dquidistante Folge gleich hoher unendlich scharfer Maxima.
Physikalisch bedeutet das die Zerlegung der auf das Gitter einfallenden ebenen Wel-
le in eine unendliche Folge ebener Wellen mit verschiedenen Richtungen. An Hand
dieses idealen Gitters kann man auf mehrere Arten ein reales Gitter diskutieren.

1. Zunéchst werden Spalte endlicher Breite eingefiihrt. Mathematisch bedeutet

das eine Faltung des Dirac-Kamms mit einer rect-Funktion. Fiir das Beu-
gungsbild ergibt sich daraus ein Produkt aus einer Kosinusfunktion und ei-
ner sinc-Funktion, dem Beugungsbild des Einzelspaltes. Damit haben wir die
bekannte Regel erhalten, dass im Beugungsbild des Gitters das Beugungsbild
des einzelnen Gitterspaltes als Einhiillende auftritt.

. Jetzt werde ein Gitter endlicher Lénge betrachtet. Mathematisch wird es als
ein Produkt aus einem Dirac-Kamm und einer rect-Funktion dargestellt. Im
Fourierraum und damit dem Beugungsbild ergibt sich daraus die Faltung ei-
ner Kosinusfunktion mit einer sinc-Funktion.

Physikalisch lésst sich das mit der Beugung der einzelnen vom Gitter erzeugten
ebenen Wellen an den Réndern des Gitters deuten. Fiir eine erste Naherung
geniigt es, diese Beugungsbilder in der Nahe der jeweiligen Beugungsordnung
zu betrachten. Der Abstand der Nebenmaxima ergibt sich daraus in Uberein-
stimmung mit den in den Lehrbiichern angegebenen Formeln. In der Regel
folgt daraus die korrekte Anzahl der Nebenmaxima: n-2.
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3 Die Physik des Experiments

3. Einen interessanten Aspekt der vorigen Uberlegungen gewinnt man, wenn man
die Begrenzung des Gitters durch einen Spalt, oder allgemeiner durch eine
Blende realisiert und diese dann verschiebt. Dadurch ergibt sich bei den an
den einzelnen Beugungsordnungen angeordneten Beugungsbildern ein linearer
mit der Verschiebung zunehmender Phasengang. Bei Uberlagerung der zu den
verschiedenen Beugungsordnungen gehorenden Beugungsbildern kommt es zu
konstruktiven und destruktiven Interferenzen. Diese kann man bei Verschie-
ben einer kleinen Kreisblende iiber ein Gitter iiber das Beugungsbild wandern
sehen.

3.5 Die Bildentstehung

Das optische System
Im folgenden sei das optische System linear: Unter dem Gesichtspunkt, dass ein
System ein Eingangssignal in ein Ausgangssignal verarbeitet, ist dieses genau dann
linear, wenn seine Antwort auf eine Anzahl von Eingangssignalen die Summe der
Ausgangssignale ist, die man erhalten hétte, wenn man jeden Input einzeln angelegt
hétte. Weiter sei das System rauminvariant oder stationdr, d.h. es wandelt Ortsver-
schiebungen des Eingangssignals lediglich in Ortsverschiebungen des Outputs um,
ohne dabei dessen funktionale Form zu verdndern. Aulerdem sei das System aber-
rationsfrei.

In den Kapiteln 3.2 und 3.3 war gezeigt worden, dass bei der Abbildung eines
Objekts durch ein optisches System zwei entscheidende Prozesse auftreten:

e Beugung am Objekt
Durch Beugung am Objekt entsteht in der Fourierebene des optischen Systems
die Fouriertransformierte des Objekts.

e Beugung am optischen System
Durch die begrenzte Appertur des optischen Systems konnen nicht alle Raum-
frequenzen zur Abbildung beitragen, es kommt zu einer “Unschéarfe” in der

Abbildung.

Beide Prozesse sind fiir die Bildentstehung entscheidend und bestimmen die Qua-
litdt des Bildes. Zur mathematischen Beschreibung der Bildentstehung gib es zwei
verschiedene Ansétze:

Beschreibung im Objektraum

Bei der Beschreibung im Objektraum betrachtet man wie einzelne Bildpunkte aus
der Objektebene in die Bildebene abgebildet werden, die gesamte Optik wird als
eine Art Blackbox betrachtet. Als mathematisches Werkzeug verwendet man dazu
die Punktverwaschungsfunktion (PSF'). Die Abbildung ergibt sich als Faltungsinte-
gral der Objektintensitit mit der PSF. Die PSF beschreibt wie ein punktférmiges
Objekt im Unendlichen in die Brennebene der Linse abgebildet wird, d.h. sie gibt
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3.5 Die Bildentstehung

die Intensitétsverteilung eines Punktes im Unendlichen in der Brennebene der Linse
an. Die PSF ergibt sich aus dem Betragsquadrat der Fouriertransformation einer
punktformigen Helligkeitsverteilung (Herleitung siehe Anhang C.5). Die PSF ist
i.a. eine Funktion des Ortes im Objektraum, so ist z.B. die Bildqualitét in der Ndhe
der optischen Achse meist besser als an den Randbereichen einer Optik. Die orts-
abhéngige PSF beschreibt deshalb sehr gut die Qualitéit eines optischen Systems.
Ist die PSF unabhéngig vom Ort, so spricht man von einem rdumlich invarianten
oder auch stationdren System. Mathematisch 148t sich eine Abbildung mit Hilfe der
PSF beschreiben durch eine Faltung der Objektintentsitat mit der PSF"

(Bild) = (Objekt) * (PSF) (3.7)

Beschreibung im Fourierraum

Man kann zur Bildentstehung auch die Beugungsstruktur des Fourierraumes verwen-
den, denn das Bild entsteht ja aus konstruktiver Interferenz der Beugungsmuster des
Fourierraumes im Bildraum. Fiir die Abbildung wird hier die optische Ubertragungs-
funktion (OT'F') verwendet, die angibt in wieweit einzelne Frequenzen des Objekts
in das Bild “iibertragen” werden. Somit entsteht durch Multiplikation des Frequenz-
spektrums des Objekts aus dem Fourierraum mit der optischen Ubertragungsfunk-
tion die fouriertransformierte Abbildung. Dieser Tatbestand ldsst sich mathematisch
wie folgt formulieren:

F(Bild) = F{(Objekt)} - (OTF)} (3.8)

wobei F{..} die Fouriertransformation bedeutet. (vgl. Gl. 3.6).

In diesem Bild lésst sich der Abbildungsprozess als zweistufiger Prozess beschrei-
ben: zuerst entsteht die Fouriertransformierte des Objekts in der Fourierebene (d.h.
das Objekt wird in seine Raumfrequenzanteile zerlegt), im zweiten Schritt rekom-
binieren die Raumfrequenzanteile in der Bildebene zum fouriertransformierten Bild.
Durch Veréndern der Fouriertransformierten des Objekts in der Fourierebene ldsst
sich das Bild beeinflussen, was rdumliche Filterung oder Ortsfrequenzfilterung ge-
nannt wird.

Zusammenhang der beiden Modelle
Ein Vergleich von GI. 3.7 und GI. 3.8 zeigt, dass sich die OT'F' aus der Fouriertrans-
formation der PSF ergibt:

(OTF) = F{(PSF)} (3.9)

Die PSF wird im Ortsraum verwendet, die OTF im Frequenzraum. Abb. 3.5 gibt
einen Uberblick iiber die Beschreibung im Objekt- und Fourierraum und zeigt die
Verbindungen fiir den eindimensionalen Fall.

Die Faltung der Objektintensitit mit der PSF' ergibt die Bildintensitét. Im Fou-
rierraum hingegen ergibt die Multiplikation des Frequenzspektrums mit der OT'F
die fouriertransformierte Bildintensitét.
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Abbildung 3.5: PSF und OTF im Zusammenhang

Die OT'F ist nicht frequenzabhéngig, das bedeutet, dass jede harmonische Kom-
ponente der Objektverteilung in das Bild “iibertragen” wird, ohne dass sich ihre Fre-
quenz dndert. Nur Intensitéit und Phase konnen durch das System beeinflufit werden.
Die OT F muss somit zwei Anteile enthalten, einen der Verdnderungen in der Inten-
sitdt beschreibt, sowie einen zweiten, der fiir die Phasendnderungen zustédndig ist.
Die Verdnderung der Intensitdt im Bild wird durch einen reelen Intensitéts-Faktor,
durch die Modulationsiibertragungsfunktion MTF (fiir modulation transfer function)
angegeben. Analog werden alle — wieder frequenzabhingigen — Phasenédnderungen
durch einen komplexen Phasenfaktor, der Phasenibertragungsfunktion PTF (fir
phase transfer function) wiedergegeben, so dass man die OT'F' auch folgendermaflen
darstellen kann:

(OTF) = (MTF) - 'FTH) (3.10)

Die Modulationsiibertragungsfunktion ist das Verhéltnis der Modulation von Bild
zu Objekt, wobei die Modulation (auch Kontrast genannt) definiert ist als:

o Imam - Imm (3 11)
B [ma:c + ]min’ .
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3.6 Die Intensitéit bei kohérenter Beleuchtung

3.6 Die Intensitat bei koharenter Beleuchtung

Bei der Beschreibung mit der PSF gelten die bisherigen Uberlegungen fiir die Licht-
erregung. Im Bild beobachtet man aber Intensitéiten. Welche Komplikationen erge-
ben sich durch diese Tatsache? Zunéchst ist sicher, dass dadurch die Linearitét
des Ubertragungsprozesses zerstort wird. Fiir Objekte mit kleinen Kontrasten lsst
sich aber eine lineare Naherung gewinnen. Wahrend die Beschreibung mit der PSF
nur eine Abbildung von Amplitudenobjekten zu beschreiben gestattet, erlaubt die
Beschreibung in der Fourierebene auch eine Behandlung von Phasenobjekten. Es
ergibt sich, dass der Amplitudenanteil eines Objektes mit dem Realteil der PSF
und der Phasenanteil mit dem Imaginéarteil der PSF fiir die Abbildung zu falten
ist. Unter bestimmten Bedingungen gewinnt man weiter das Spektrum des Bildes
vom Amplituden- bzw. Phasenanteil des Bildes durch Multiplikation mit der ent-
sprechenden Grofle des Objektes mit dem Real- bzw. Imaginérteil der OTF'. Diese
Tatsachen sollen im folgenden bewiesen werden.

3.6.1 Darstellung im Ortsraum*
Fiir Objekte mit kleinem Kontrast gilt:
A(z) = Ag + Ag(2) (3.12)

Darin ist Ay ein starker, konstanter Untergrund und Ay (z) ein kleiner, ortsabhén-
giger Kontrastanteil.
Das Bild ergibt sich zu:

A'(2") = Ag + Ap(2') * d(2'), (3.13)
wobei d(z') die PSF ist. In Intensitdten ausgedriickt ergibt sich:

I'(2') = A3+ AgAp(2)) * d(z') + Ag AL (') * d*(2) (3.14)
= A+ AR(Ap(2)) * d(z)). (3.15)

Jetzt werde mit

Ap(x) = Aa(z) +iAp(x)

der Realteil Ay(z) und der Imaginérteil Ap(x) eingefiihrt. Physikalisch entspricht
dem eine Zerlegung in ein Amplituden- und in ein Phasenobjekt. Entsprechend wird
d(z") = dg(2') + id;(2") aufgespaltet. Damit folgt:

A(2) = Al2) * (dr(2) +id(2") + iAp(2) * (dp(x’) + ids(x))
AA(Jf/) * dR(SL’I) — AP(ZL’I) * d[(ﬂf/) + Z(AA(Jf/) * d[(ﬂ?) + Ap(l’l) * dR(Jf/))

Zur Berechnung der Intensitét benotigt mn davon den Realteil und findet damit:

I'(2') = A2+ 2 Ag(Aa(2') x dr(z') — Ap(2') x d;(z)) (3.16)
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3 Die Physik des Experiments

Das lédsst sich wie folgt interpretieren: Im Bild iiberlagern sich Beitriage, die von
Amplitude- und solche die vom Phasenanteil des Objektes herriihren. Dazu wird
der Amplitudenanteil mit dem Realteil, der Phasenanteil mit dem Imaginérteil des
Punktbildes gefaltet. Diese einleuchtende Regel gilt unter bestimmten Vorausset-
zungen auch fiir die Ubertragungsfunktionen. Im allgemeinen Fall ist die Situation
dort komplizierter.

3.6.2 Darstellung im Frequenzraum*

Um die Situation im Frequenzraum analysieren, werden der Real- und der Imaginér-
teil der OT'F d in ihren symmetrischen und ihren antisymmetrischen Anteil zerlegt
entsprechend: 3 3 . 3 )

d(k) = drs(k) + dra(k) + i(drs(k) + dya(k).
Fiir das folgende ist zu beachten, dass die Fouriertransformierte einer symmetischen
Funktion eine reine Cosinustransformation, die einer antimetrischen eine reine Si-
nustransformation ist. Damit ergiebt sich:

d(z') = / dns (k) cos(kz') dk + i / dpa (k) sin(kz') dk

i / drs(k) cos(k') dk + i / dra(k)sin(ke') dk).  (3.17)

Also gilt:
dp(z') = / ds (k) cos(ka') dk — / dra(k) sin(kz') dk (3.18)
A7) = / dys(k) cos(ka') dk + / dpa(k) sin(ka') dk. (3.19)

Fiir symmetrische OT'F (Defokussierung, reine sphérische Aberration, aber kein Ko-
ma) ist jeweils nur der erste Term relevant. Beziiglich der Wirkung auf Amplituden-
und Phasenanteil des Objektes gelten also dieselben Regeln wie fiir die Punktbilder.
Im Falle einer allgemeineren Symmetrie werden auch die zweiten Terme wichtig.

3.7 Die Sliding-Window- Transformation

Die bisher dargestellte Art der optischen Filterung schneidet aus dem Ortsfrequenz-
spektrum bestimmte Frequenzbereiche heraus und untersucht anschlieSend, wie sich
das auf das Bild auswirkt. Man kann aber auch umgekehrt fragen: Welche Beitrige
zum Ortsfrequenzspektrum rithren von der unmittelbaren Umgebung eines bestimm-
ten Objektpunktes her? Dazu schneidet man mit einem geeigneten Fenster eine Um-
gebung des zu betrachtenden Objektpunktes heraus und fouriertransformiert diesen
Bereich. So erhilt man ein lokales Ortsfrequenzspektrum. Man spricht von einem
Sliding-Window-Verfahren. Obwohl ein direkter Zusammenhang zu unseren Experi-
menten fehlt, sei erwéhnt, dass dies ist eine bewahrte Methode zur Zeitreihenanalyse
ist.
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3.8 Zusammentassung

3.8 Zusammenfassung

Sowohl Beugungs- als auch Abbildungsphenomene lassen sich mit Hilfe der
Fourieroptik beschreiben.

Fraunhofersche Beugung ist gleichbedeutend mit Zerlegung eines Wellenfeldes
in ebene Wellen.

Die Einhiillende und die Nebenmaxima der Ordnungen bei der Beugung am
Gitter lassen sich mit dem Faltungssatz ableiten.

Abbildungsphénomene lassen sich auf zwei Arten beschreiben:

1. als Aufeinanderfolge zweier Beugungs- bzw. Interferenzprozesse.

2. als Uberlagerung von Beugungsscheibchen

Die erste Methode eignet sich bevorzugt fiir die Behandlung der Abbildung ko-
hérent beleuchteter Objekte, die zweite ist fiir inkohérent beleuchtete Objekte
besser geeignet.

Bei kohérenter Beleuchtung iiberlagern sich die Lichterregungen, bei inkohé-
renter Beleuchtung die Intensitéten linear.

Fiir Objekte mit kleinem Kontrast ldsst sich auch bei kohdrenter Beleuchtung
eine lineare Ubertragungstheorie fiir die Intensitdten gewinnen.

Bei kohérenter Beleuchtung werden Amplituden- und Phasenobjekte unab-
héngig iibertragen und man kann fiir sie jeweils eigene Punktverwaschungs-
funktionen angeben. Diese kénnen komplexwertig sein.

Bei symmetrischen Punktverwaschungsfunktionen gibt es fiir Amplituden- und
Phasenobjekte getrennte Ubertragungsfunktionen, die Real- und Imaginérteil
einer komplexwertigen Ubertragungsfunktion sind.
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4 Spezielle Eingriffe

Im folgenden Kapitel sollen zwei spezielle Eingriffe, die Foucaultsche Schneide und
die Defokussierung diskutiert werden. Die Foucaultsche Schneide ist ein reeller, an-
tisymmetrischer Eingriff. Die Defokussierung ist ein symmetrischer Eingriff in die
Phase. Es werden die jeweiligen Ubertragungsfunktionen berechnet und ihre Aus-
wirkungen auf die Abbildung eines Rastersterns diskutiert. Die Eigenschaften des
Rastersterns werden mit Hilfe der Sliding-Window-Transformation untersucht.

4.1 Spezielle Eingriffe und ihre
Ubertragungsfunktionen

4.1.1 Die Foucaultsche Schneide

Die Foucaultsche Schneide ist ein Eingriff, bei dem die eine Hélfte der Frequenz-
ebene abgedeckt und die Ortsfrequenz 0 durchgelassen wird. Sie ist die Basis der
sogenannten Schlierenverfahren zur Darstellung von Phasenobjekten.

Der Eingriff ist rein reel. Ist spielt der erste Term von (3.18) und der zweite von
(3.19) eine Rolle. Daraus folgt auch, dass der symmetrische Anteil der OT'F fiir die
Darstellung von Amplituden-, der antisymmetrische von Phasenobjekten relevant
ist. Der symmetrische Anteil ist eine Konstante mit dem Wert 1/2. Amplitudenob-
jekte werden mit unverdnderter Schérfe aber mit halbem Kontrast dargestellt. Der
antisymmetrische Anteil ist eine Sprungfunktion. Thr Betrag ist wieder 1/2. Phasen-
objekte werden somit sichtbar gemacht. Die Schérfe ist gegeniiber einer Darstellung
mit echtem Phasenkontrast unverdndert, der Kontrast auf die Hélfte herabgesetzt.

4.1.2 Die Defokussierung

Anschauliche Voriiberlegungen: Wenn ausschliefilich die Aberrationen fiir die
OTF wichtig sind, handelt es sich um reine Phaseneingriffe. iiber die in den For-
meln (3.18) und (3.19) wichtigen Terme ist damit zunéchst noch nichts ausgesagt.
Erst wenn man sich auf Defokussierung allein beschrankt folgt, dass der Eingriff
symmetrisch, und somit nur der jeweils erste Term wichtig ist.

Um Aberrationen beriicksichtigen zu kénnen, wird eine Kugel um den Objektpunkt
eingefiihrt, die durch den Mittelpunkt der Eintrittspupille geht (siehe Abb. 4.1).
Der Abstand dieser Kugel von der wirklichen Wellenfront wird als Wellenaberration
bezeichnet.
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Az

Abbildung 4.1: Die Wellenfront bei Defokussierung

Ableitung der Ubertragungsfunktion®: Bei einer 4-f-Anordnung kann man als
Mittelpunkt der Eintrittspupille den Mittelpunkt der ersten Linse benutzen. Die
ideale Lage fiir den Objektpunkt ist ihr vorderer Brennpunkt. Die Gauflsche Bezugs-
kugel hat dann den Radius f. Die Wellenfront ist eine Kugel um den um Az defo-
kussierten Objektpunkt, hat also den Radius f — Az. Beide Kugeln werden durch
Paraboloide approximiert. Betrachtet man nur die X-Z-Ebene, so erhélt man fiir sie
die Gleichungen (an einem Extremum ist die Kriimmung identisch mit der zweiten
Ableitung):
2f 2(f — Az) 2f

Die Wellenaberration ist die Differenz der beiden Ausdriicke und somit

1 x?
Da die Wege aller Strahlen von der Gaulschen Bezugskugel zur Fourierebene gleich
sind, kann man aus AW die durch die Defokussierung bewirkte Phasenverschiebung
in der Fourierbene berechnen:

(4.1)

_2rAW wAz x?

AD - iy
) N

Fiir den Beugungswinkel ¢ gilt:

X
SOZR)\:_u
f

und damit gilt:
AP = TAZAR?.
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4.2 Experimente mit dem Rasterstern

Abbildung 4.2: Der Rasterstern

Daraus folgt fiir die Ubertragungsfunktion:
D(R) = pi AP _ imAZAR? (4.2)
SchluBfolgerungen: Dies ist eine symmetrische Ubertragungsfunktion. Die Uber-

tragungsfunktionen fiir Amplituden- und Phasenobjekte sind ihr Real- bzw. ihr Ima-
ginérteil, also:

Ds(R) = cos(mAzAR?) (4.3)
Dp(R) = sin(mAzAR?)

Die beiden Ubertragungsfunktionen sind in Abb. 4.5 dargestellt.

4.2 Experimente mit dem Rasterstern

4.2.1 Die Eigenschaften des Rastersterns

Ein Rasterstern besteht aus n abwechselnd hellen und dunklen Sektoren. Diese bilden
lokale Gitter. Im Abstand r von der Mitte des Sterns ist ihre Ortsfrequenz (siehe
Abb. 4.2):

R=-"" oder n=2rRr (4.5)

r
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4.2.2 Rasterstern und Sliding-Window-Methode

Abbildung 4.3: Beugung am Rasterstern

Aussagen iiber das Ortsfrequenzspektrum als Ganzes sind durch Anwendung der
Sliding-Window-Methode méglich.
Die Anwendung der Sliding-Window-Methode im Experiment erfolgt, indem man
das Objekt mit einer kleinen Blende abfahrt und das Orstfrequenzspektrum beob-
achtet. Fiahrt man mit der Blende entlang eines Radius des Sterns, so beobachtet
man ein normales Beugungsspektrum am Gitter (siehe Abb. 4.3). Der Beugungs-
winkel berechnet sich wie iiblich als R\, wobei R aus (4.5) einzusetzen ist:

A

Die Lage der zugehorigen ersten Maxima in der Beugungsebene folgen aus:

Af
n2d

onr

p=pf= (4.7)

4.2.3 Beugung am Rasterstern®

Bei der Beugung am gesamten Rasterstern wirken die beiden lokalen Gitter rechts
und links der Sternmitte zusammen. Von ihnen gehen jeweils Biindel aus, die sich
in der Beugungsebene mit dem Winkel ¢, iiberlagern. Das resultierende Interferenz-
streifensystem hat die Ortsfrequenz R,. Es gilt:

2r % 2r
©p = 7 oder R, = TP = % (4.8)
Die Ortsfrequenz R, ist in sémtlichen, vom lokalen Gitter erzeugten Beugungsmaxi-
ma zu beobachten, also auch im Zentrum des Beugungsbildes. Dies kann man durch
ein Abdecken des Sterns mit zwei Kreisblenden im Abstand 2r verifizieren.
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a —

Frequenzebene Gefiltertes Bild

Abbildung 4.4: Stern und Foucault-Schneide

Ersetzt man die beiden Kreisblenden durch einen Ring, so bleiben die Interferenz-
streifen erhalten. Lediglich im Zentrum des Sterns {iberlagern sich Streifen mit ver-
schiedenen Richtungen und werden dadurch verwischt. Bei der ersten Ordnung re-
sultiert so wieder ein Radialgitter mit

n, =2nr, R, =2mn-— — =2n (4.9)

Sektoren.
Damit folgt, dass sich bei der Beugung am Rastestern wieder ein Rasterstern ergibt,
er hat allerdings die doppelte Sektorenzahl.

4.2.4 Rasterstern und Foucaultsche Schneide

Der Amplitudenstern Bildet der Rasterstern ein reines Amplitudenobjekt, so kann
man durch sorgfiltiges Justieren erreichen, dass lediglich der Kontrast um den Faktor
2 herabgesetzt wird, sonst aber keine Storungen im Bild zu erkennen sind.

Der Phasenstern Bildet der Stern ein reines Phasenobjekt, so sind im Sliding-
Window-Spektrum die hoheren Ordnungen gegen die O-te um 90° in der Phase ver-
schoben. Wird eine Foucaultsche Schneide angewandt, so sind die lokalen Gitter um
1/4-Periode gegeniiber der wirklichen Lage verschoben. Wird die Schneide um 180°
gedreht, so erfolgt die Verschiebung in die entgegengesetzte Richtung. Die Gesamt-
verschiebung in beiden Experimenten betriagt eine halbe Periode.

Beide lokale Gitter rechts und links der Mitte werden in dieselbe Richtung verscho-
ben. Daraus folgt, dass entlang eines Radius, der senkrecht auf der Schneide steht,
eine auch durch sorgfiltiges Justieren der Schneide nicht zu beseitigende Storung
des Bildes auftritt (sieche Abb. 4.4).
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4.2.5 Der defokussierte Rasterstern

Die Phinomenologie: Da in einem Rasterstern verschiedene Ortsfrequenzen in
genau angebbaren Bereichen lokalisiert sind, eignet er sich sehr dazu, die Eigen-
schaften von Ubertragungsfunktionen zu demonstrieren. Dies soll am Beispiel des
defokussierten Rastersterns gezeigt werden.

Die Ubertragungsfunktionen fiir den defokussierten Amplituden- und Phasenstern
sind:

D4(R) = cos(mR*\Az)
Dp(R) = sin(rR*\Az).

Beide Funktionen haben Nullstellen (siche Abb. 4.5), die zu strukturlosen Ringen im

Ubertragungsfunktion

Ortsfrequenz

Abbildung 4.5: Ubertragungsfunktionen bei Defokussierung.
ausgezogene Linie: Amplitudenobjekt, gestrichelte Linie: Phasenobjekt.

Bild des Sterns fithren. Weil die Nullstellen mit einem Vorzeichenwechsel verbunden
sind, sind die hellen und dunklen Sektoren innerhalb und auflerhalb dieser Ringe
vertauscht. Diese Ringe sollen im néchsten Abschnitt ndher diskutiert werden.

Die Lage der strukturlosen Ringe* Die Lage der Nullstellen der Ubertragungs-
funktion ergibt sich aus:

i1
TRZAAAz =7(j —3) oder Roa= /42 mit j = 1,2--- (4.10)
TREANAZz = 7 oder Rgp = ‘/TALz mit j = 1,2---

24



4.3 Zusammenfassung

Die Radien der daraus folgenden strukturlosen Ringe im Bild des Sterns sind:

n n Az 1 472 j*%
roAa = = & /2 oder —— = &
0A 2mRoa 2 ]—% 7"(2),4 n?2 Az (411>
—_n _ n [Az 1 _4n®
Top = 2rRop 27 7 oder e, n? MAzS
Trégt man 1/r¢2 iiber j bzw. j — % auf, so erhélt man identische Geraden. Die

Steigung héngt von A und Az ab. Die Werte fiir den Amplitudenstern liegen bei
halbzahligen, die fiir den Phasenstern bei ganzzahligen Argumenten.

Zwischen den Nullstellen wird der Stern mit groflem Kontrast abgebildet. Hat die
Ubertragungsfunktion an dieser Stelle ein negatives Vorzeichen, so ist der Kontrast
umgekehrt. In diesen Féllen spricht man von Scheinauflosung.

4.2.6 Foucaultsche Schneide und defokussierter Rasterstern

Das Auftreten der Nullstellen lisst sich physikalisch mit der Interferenz dreier Biindel
erklaren. Diese gehen von der 0-ten, der positiven und der negativen ersten Ordnung
aus. Bei kleinen Kontrasten muss man nur die Interferenzen mit der 0-ten Ordnung
beriicksichtigen und darf die daraus resultierenden Intensitdtten addieren. Haben
die beiden Interferenzerscheinungen eine Phasenverschiebung um 180°, so 16schen
sich ihre Kontraste gegenseitig aus: Die Ubertragungsfunktion hat eine Nullstelle.
Mit einer Foucaultschen Schneide unterdriickt man eine der beiden Interferenzen.
Bei der defokussierten Abbildung eines Rastersterns erhélt man durch die Phasen-
verschiebung der verbleibenden Interferenzen gekriimmte Sektoren.

4.3 Zusammenfassung

e Bei einem Rasterstern lassen sich lokale Ortsfrequenzen definieren. Diese lassen
sich mit der Sliding-Window-Methode nachweisen.

e Die Beugung am Rasterstern lésst sich mit der Sliding-Window-Methode ver-
stehen.

e Die Foucaultsche Schneide ist ein antisymmetrischer Eingriff, bei dem die Half-
te der Frequenzebene abgedeckt wird. Dadurch wird der Kontrast um den
Faktor 1/2 herabgesetzt.

e Bei Amplitudenobjekten werden durch die Foucaultsche Schneide keine Arte-
fakte eingefiihrt. Bei Phasenobjekten (Phasenstern) kommt es auf einer Linie
senkrecht zur Schneide zur Artefaktbildung.

e Defokussierung bewirkt einen reinen Phaseneingriff. Die resultierenden Uber-
tragungsfunktionen haben ausgepriagte Nullstellen. Die Nullstellen fiir Phasen-
objekte liegen zwischen denen fiir Amplitudenobjekte.
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4 Spezielle Eingriffe

e Die Nullstellen lassen sich durch Dreistrahlinterferenzen erklaren. Die verschie-
denen Streifensysteme sind in der Phase gegeneinander verschoben.

e Bei der Abbildung von Rastersternen fithren die Nullstellen zu kontrastlosen
Ringen. Die Ringe mit kleinen Ordnungsnummern der Nullstellen liegen auflen,
die mit groflen innen.

4.4 Inkohdrente Beleuchtung

Bisher wurde eine streng kohérente Beleuchtung des Objekts vorausgesetzt. Bei nur
teil-kohédrenter oder stark inkohérenter Beleuchtung wird das Fraunofer‘sche Beu-
gungsbild schlecht aufgelost sein. Auf Grund der kurzen Kohérenzldnge der Strah-
lung kann dann oft keine konstruktive Interferenz auftreten. In der Folge wird das
Beugungsbild unscharf.

Im inkohérenten Fall sind die Intensitéiten der Airy-Muster aller Punkte einfach
additiv, im kohérenten Fall gibt es Interferenzen, und man arbeitet mathematisch
unter Verwendung komplexwertiger Airy-Muster-Amplituden, die sich dann in einen
reellen Amplituden- und einen komplexwertigen Phasenfaktor aufspalten lassen.

4.5 Fragen

PR ENA4

e Erkldren Sie die Begriffe “Kohérenz”, “raumliche Kohérenz”, “zeitliche Kohéa-
renz”.

e Erkldren Sie den Begriff “reziproker Raum”.

e Betrachten Sie den reziproken Raum:
Fiir welche “Strukturen” stehen Wellenziige, die sich im reziproken Raum auf
der optischen Achse treffen?

e Wie ist die Information iiber das Bild in der Fourierebene verteilt?

e Das Fraunhofersche Beugungsbild entsteht in der Brennebene der Linse durch
Strahlenbiindel, die vor der Linse parallel verlaufen. Somit werden in der Bren-
nebene nur parallele Strahlenbiindel abgebildet. Zur Bildentstehung in der Bil-
debene konnen aber alle Strahlen beitragen, die durch die Linse erfaft werden.
Somit wird nur ein Teil der Bildinformation in der Brennebene abgebildet. Kl&-
ren Sie diesen Wiederspruch auf!

e Warum ist bei teil- bzw. inkohérenter Strahlung das Fraunhofersche Beugungs-
bild schlecht aufgelost?

e Bei welchem optischen Instrument fallen Beugungsebene und Beobachtungs-
ebene zusammen? Welche Konsequenzen entstehen daraus?
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Ubungen:

1. Leiten Sie aus der Diskussion in Abschnitt 3.4.4 eine Formel fiir die Beugung
am Mehrfachspalt ab. Zeigen Sie, dass sich das Result aus der in den Lehrbii-
chern angegebenen Formel ergibt.

2. Uberlegen Sie, wann Sie den in Abschnitt 3.4.4 diskutierten Effekt einer Blen-
denverschiebung deutlicher beobachten kénnen, bei einer geraden oder einer
ungeraden Zahl von Spalten.
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5 Versuchsaufbau

Zu Beginn dieses Abschnittes zeigt Thnen Abb. 5.1 den kompletten Versuchsaufbaus
wie Sie ihn zu Beginn Thres Praktikums am Lehrstuhl fiir BioMolekulare Optik in
der Oettingenstr. 67 Raum DU 09 vorfinden werden. Die Apparatur ist auf einer

Abbildung 5.1: Die Apparatur

massiven Marmorplatte, die auf drei Styroporblocken zur Schwingungsdampfung
ruht, aufgebaut. Im folgenden wollen wir uns der Beschreibung dieses optischen
Systems widmen.

5.1 Das Prinzip

Wie in Abbildung 5.2 schematisch wiedergegeben ist, wird das Licht einer Punkt-
lichtquelle in der Brennebene eines Kollimators Kl zu einem Parallelbiindel abgebil-
det. Diese ebenen Wellen beleuchten nun ein Objekt in der Ebene Sy, der objekt-
seitigen Brennebene einer Linse ;. Nach der Theorie in Kapitel 3 konnen wir nun
in der bildseitigen Brennebene S;, die man auch als Fourierebene bezeichnet das
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Abbildung 5.2: Der Versuchsaufbau, Schema, 4-f-Set

-

Fraunhofersche Beugungsmuster dieses Objekts oder die Fouriertransformierte der
Blendenoffnungsfunktion beobachten. — Fiir ein kollimiertes Lichtbiindel, also ohne
Objekt in Sy, wére die Fouriertransformierte bei monochromatischer Beleuchtung im
Idealfall, d.h. u.a. wenn wir von einer ,unendlich dimensionierten* Linse ausgehen,
also eben das ,,Punktverwaschungsphidnomen® aufler Betracht lassen, ein zentraler
Punkt. — Nun fallt S; aber gerade mit der vorderen Brennebene einer weiteren Lin-
se L; zusammen, welche erneut als ,Fouriertransformator” dient; nur ist jetzt die
Lichtverteilung in S; das Objekt, so dass wir in der bildseitigen Brennebene S; nach
demselben Prinzip wie oben dort die Fouriertransformierte des Beugungsmusters
bzw. des ,priméren Bildes“ sehen konnen. Insgesamt wird also auf das Eingangssi-
gnal zweimal die Fouriertransformation angewandt, so dass man verkiirzt schreiben
kann

Bild in §; = T{T'{Eingangssignal in Sp}}. (5.1)

Nun unterscheidet sich die Fouriertransformation von ihrer Inversen im Wesentlichen
nur durch das Vorzeichen im Phasenterm, so dass das Endbild unserer Abbildung
oder das ,,sekundére Bild“ bei einem idealen, fehlerfreien System bis auf Groéfle und
Orientierung — es steht auf dem Kopf! — mit dem Urbild oder Objekt iibereinstimmt.
— Im Falle unseres Punktes als priméres Bild erhalten wir wieder ein Parallelbiindel
mit einem durch des Brennweitenverhéltnis der Linsen modulierten Durchmesser.—
Sind nun auch noch die Brennweiten von L; und L; gleich, ndmlich f, so entsteht
eine symmetrische , Fouriertransformatoreinheit, die die Gréfle des Bildes nicht be-
einflufit.
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5.2 Die Optik

Eine solche symmetrische , Fouriereinheit® bildet das Herzstiick dieses Versuchsauf-
baus. Fiir die praktische Realisierung mit dem Wunsch, sowohl das primére als auch
das sekundére Bild beobachten zu kénnen, sind in Anbetracht der Zielsetzung einer
Bildverarbeitung noch einige Erweiterungen des Schemas aus Abbildung 5.2 nétig.

5.2 Die Optik

In der Realisierung, wie sie in Abbildung 5.3 dargestellt ist, wurde eine symmetrische
Fouriereinheit in ein System zur Bildverkleinerung und anschlieBender Bildvergrofier-
ung eingekleidet. Als Lichtquelle dient ein Dauerstrich HeNe-Laser der Leistung

MB Kl S, TL vZ Ly Sp,

T2

t R

R 7]

I

g &

dr =
i
[~ N \
'NH- ! :
Dy A S 10t
aoptische Achse3 T~ —’//\ ‘/_\ i
Achse ,/” \‘“'&/ ————— U FFFFFF /

Abbildung 5.3: Prinzipieller Versuchsaufbau.
M B=Modenblende, K L=Kollimator, T'L=Epiotar, V Z=Zoom, Sp; u. Sps = Spie-
gel, V L=Photo-Objektiv; iibrige Bezeichnungen wie in der vorigen Abbildung.

10mW und einer Wellenléinge von A = 633nm. Durch ein Mikroobjektiv, genauer
durch ein Raumfilter M B wird einerseits erreicht, dass der Laserstrahl aufgeweitet
wird, andererseits die austretende Leistung unter die fiir einen Praktikumsversuch
erforderliche 1mW- Grenze sinkt. Dadurch sind die an die Kohérenz der Beleuch-
tungseinheit gestellten Bedingungen erfiillt.

Dieser aufgeweitete Laserstrahl wird nun durch den Kollimator K L zum Parallelstrahl
ebener Wellen transformiert. Dieses Lichtbiindel durchstrahlt dann die Gegenstand-
sebene Sy, in der die verschiedenen Objekte in Form von Dias oder Blenden ein-
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5 Versuchsaufbau

gebracht werden kénnen und die mit der vorderen Brennebene des Objektives T'L
(,, Teleskoplinse“) zusammenfillt. Das 300mm- Objektiv T'L bildet zusammen mit
dem Variozoom V' Z, das einen Brennweitenbereich von 80mm bis 240mm besitzt,
das ,Verkleinerungsteleskop®, das entsprechend dem gewéhlten Brennweitenverhélt-
nis von V' Z zu T'L das Bild verkleinert, wobei natiirlich wieder die hintere Brennebe-
ne von T'L mit der vorderen von V Z zusammenfillt. Damit verlasst das Licht dieses
Teleskop wieder als Parallelstrahl, ehe es dann die ,,symmetrische Fouriertransfor-
matoreinheit* durchstrahlt. Diese besteht aus den Linsen L; und L;. So kann genau
in der Mitte zwischen L; und L; die Fouriertransformierte des verkleinerten Objekts
in Sy beobachtet werden. Dieses ist identisch mit dem vergréferten Fraunhoferschen
Beugungsbild des Objekts in der Ebene S;. Dieses vergroferte Beugungsbild wiir-
de nun selbstverstindlich ein verkleinertes Bild hinter L; erzeugen, d.h. in dessen
hinteren Brennebene. Deshalb wird ein kurzbrennweitiges Objektiv V'L (,Vergrofie-
rungslinse“) — Brennweite 50mm — in den kollimierten Strahl nach L; zur Nachver-
groflerung gestellt. Die Position von V'L ist eben so zu wahlen, dass das zweimal
fouriertransformierte Objekt als Bild in die Optik der CCD-Kamera S; fokussiert
abgebildet wird. Dabei ist die Position abhéngig von der gewéhlten Brennweite von
V' Z, das bei Variation derselben nicht nur diese sondern auch die Hauptebenen des
Zooms verandert. Die Nachvergroflerung des Bildes nimmt mit dem Abstand V L —.5;
linear zu.

Um nun die ganze Apparatur, wie eben beschrieben, die eine Lénge von sechs Me-
tern erreicht, iibersichtlicher und handlicher zu gestalten, wurde die optische Achse
U-formig gewdhlt und dafiir in die Fouriereinheit symmetrisch zu S; zwischen L;
und L; zwei Umlenkspiegel Spl und Sp2 aufgenommen, wodurch sich die drei Aste
der optischen Achse ergeben, wie sie Abbildung 5.3 zeigt.

5.3 Die Bildbeobachtung

Offen geblieben ist noch in der Abbildung 5.3, wie nun das primére und sekundére
Bild beobachtet werden kénnen und zwar wenn moglich gleichzeitig, um eben ge-
wisse Abhéngigkeiten voneinander deutlich zu erkennen. Eine Mattscheibe in S; zu
stellen, hatte zur Folge, dass zwar das Beugungsmuster des Objektes auf dieser be-
obachtet werden kann, nicht aber das sekundére Bild in S; auf dem dortigen Schirm
am Ende der optischen Achse.

Aus diesen Griinden heraus fithren wir in der Ebene der Fouriertransformierten einen
Strahlteiler ein, der die Hélfte der Lichtintensitdt auf die zu Achsel und Achse3 pa-
rallelen verlaufende Achsed leitet (s. Abb. 5.4), wo mit Hilfe des Objektivs ZL; mit
einer Brennweite von 210mm und der Linse Z L, mit einer Brennweite 355mm nun
eine fokussierte Abbildung des Beugungsmusters in S; auf eine CCD-Kamera erreicht
wird (s. Abb. 5.4). Jetzt konnen also gleichzeitig beide Bilder mit dem bloSen Auge
betrachtet werden, doch um Einzelheiten besser erkennen zu kénnen und schlief3-
lich auch damit Sie fiir IThre Ausarbeitung zuhause das Ergebnis Threr Experimente,
also die verschiedenen Bilder, nicht vollstandig bis ins letzte Detail merken oder
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Abbildung 5.4: Der Versuchsaufbau, Realisierung mit Bildbeobachtung.
Z Ly = Objektiv, Z Ly = Linse. {ibrige Bezeichnungen wie in beiden vorhergehenden
Abbildungen.

handschriftlich festhalten miissen, verwenden wir zur Bildbeobachtung und Bildauf-
zeichnung eine Einrichtung bestehend aus zwei Kameras mit Monitoren und einem
Videoprinter (vgl. Abbildung 5.5), wodurch — im Gegensatz zur Verwendung von
Fotoapparaten mit Bildentwicklung und dergleichen — praktisch kein Zeitverlust bei
der Bildaufzeichnung entsteht. Zur Aufnahme des Bildes in S; wird eine Videokame-
ra mit festbrennweitigem Objektiv und einer Vorsatzlinse, in deren Brennebene die
Mattscheibe steht, als auf Achse3 verschiebbare Einheit verwendet, wodurch ohne
Justierarbeiten das sekundédre Bild in verschiedenen Gréflen durch einfaches Ver-
schieben dieser Einheit aufgenommen werden kann; dabei erfolgt die Scharfstellung
lediglich durch genaues Positionieren von V' L. Das Bild in S; wird von der feststehen-
den Mattscheibe auf Achse4 iiber eine ebenso fixierte CCD-Profikamera mit einem
Variomakroobjektiv aufgenommen und iiber das Objektiv sowohl die Scharfstellung
durchgefiihrt als auch die Grofie ausgewihlt. Beide Kameras iibertragen ihr Bild auf
den entsprechenden schwarz-weifl Monitor — Monitor i fiir .S; und Monitor t fiir S;.
Die aufgezeichnete Bildinformation am Monitor i, der direkt iiber dem Videoprinter
positioniert ist, kann iiber jenen ausgedruckt werden nach dem Motto ,,what you see
is what you get!“. Uber einen Schalter vor dem Videoprinter kann allerdings auch das
Signal der Kamera von S; im Monitor i aufgezeigt werden und damit auch gedruckt
werden, wobei dann beide Bildschirme das gleiche Bild zeigen.
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Abbildung 5.5: Die Bildbeobachtungseinheit

Die Funktionsweise des Raumfilters M B: Es soll noch kurz die Arbeitsweise
des Raumfilters M B erldutert werden. Ein Laser hat bereits eine Modenblende in
seinem Grundaufbau integriert, die den Laser von seinen transversalen Moden teil-
weise befreien soll. Das Raumfilter M B dient dazu, den Laserstrahl nochmals zu
,saubern®, so dass nur noch die zentrale Mode T'E My (transversale elektrische und
magnetische Mode, vgl. Hecht, Optik, Kapitel 14.2) dieses Raumfilter verlésst. Die
T E Myy-Mode besitzt eine ideale Gaufiverteilung der Leistungsdichte iiber den Quer-
schnitt und ist auflerdem rédumlich vollstdndig kohédrent (vgl. Hecht, Optik, Kapitel
14.2).

Das Raumfilter M B vollfiihrt bereits eine kohédrente Bildverarbeitung wie sie spéter
auch im Experiment in der Ebene S; durchgefithrt werden sollen, die durch ihre
Tiefpasswirkung mittels der kleinen Blende nach dem Mikroobjektiv, das den La-
serstrahl und damit auch seine Moden aufweitet, ja die hoheren Ordnungen der
Resonatorschwingungen des Lasers ausblendet (vgl. Abbildung 5.6). Damit werden
folgende wichtige Effekte erzielt:

e Die Lichtintensitdat wird verringert.

e Fs werden die Interferenzen vor den Objektiven der weiteren Apparatur weg-
gefiltert, da die hoheren Moden des Lasers, die in etwa hoheren Beugungsord-
nungen entsprechen fehlen.
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6 Das experimentelle Programm

6.1 Das Justieren der Apparatur

MS Ph1  ACh3

Bild-
ebene

Fourier-
ebene

Mb ACh1 Ob Ep Zoom ACh2

Abbildung 6.1: Justieren der Apparatur.

MB=Modenblende, Ob= Objekt, Ep=Epiotar (Objektiv mit f=300 mm),
ACh=Achromaten (AChl: f=300 mm, ACh2-4: f=500 mm), St T=Strahlteilerwiirfel,
Ph Photobjektive (Phl: {=210 mm, Ph2: f=50 mm), Sp=Spiegel, VK=Videokamera,
M=Monitor, MS=Mattscheibe. Folgende Aquivalenzen mit den vorangegange-
nen Bildern sind dabei zu beachten: AChl=KL, EP=TL, Zoom=V7Z, ACH2=L,,
ACh3=L;, Ph1=VL, Ph2=7L,, AChd=ZL,.

Im Unterschied zu den vorigen Zeichnungen, sind die Elemente hier so angeordnet,
wie Sie sie vor sich sehen, wenn Sie seitlich vor dem Tisch stehen.

6.1.1 Vorbemerkungen

Zu justieren ist ein Strahlengang entsprechend Abb. 6.1. Das Justieren einer Appa-
ratur wird wesentlich erleichtert, wenn man ein Parallelstrahlbiindel hinreichenden
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6 Das experimentelle Programm

Durchmessers zur Verfiigung hat. Dieses wird zunéchst durch den Achromaten AChl
als Kollimator erzeugt. Es folgt das aus Epiotar und Zoom (f=80-240 mm) gebilde-
te Fernrohr, aus dem ein Parallelstrahlbiindel mit kleinerem Durchmesser austritt.
Die Hauptebenen des Zooms liegen weit auseinander. Solche Systeme sind schwer zu
justieren. Dies gehort deshalb nicht zu Thren Aufgaben. Sie haben lediglich den nun
folgenden Teil der Apparatur zu justieren.

6.1.2 Fundamentale Justiertechniken

Grundbegriffe: Beim Justieren einer Apparatur sind zwei Grundaufgaben zu un-
terscheiden:

e Die optischen Achsen aller verwendeter Systeme miissen zur Deckung gebracht
werden. Dieser Vorgang soll Zentrieren genannt werden.

e Zudem miissen die einzelnen Systeme auf der optischen Achse in die richtige
Lage gebracht werden. Dies soll als Positionieren bezeichnet werden.

Technische Hilfsmittel: Das Justieren wird durch eine Reihe technischer Hilfsmit-
tel erleichtert. Es sind:

e Die Zentrierscheibe, ein Schirm mit konzentrischen Ringen. Sie dient dazu den
Zentralstrahl eines breiten Biindels festzulegen.

e Den Justierstab, ein Reiterstab mit einer durch seine Achse gehenden kleinen
Bohrung. Mit seiner Hilfe kann man den Zentralstrahl eines Biindels genau
iiber der Léngsachse einer optischen Bank einjustieren. Ein Justierstab kann
durch eine entsprechend montierte kleine Blende ersetzt werden.

e Den Autokollimationsspiegel, ein Spiegel, den man auf die Fassung von opti-
schen Systemen auflegt. Das an ihm reflektierte Licht gibt Auskunft {iber die
Ausrichtung der Fassung und damit des Systems.

e Den Anschlagreitern. Fin normaler Reiter besteht aus dem Fufs, der sich auf
der optischen Bank verschieben und festschrauben lédsst, und der Sdule, in der
der Reiterstab mit dem darauf befestigten optischen System in seiner Hohe ju-
stierbar und verdrehbar eingesteckt und festgeschraubt werden kann. Dagegen
besteht ein Anschlagreiter nur aus einem schmalen Fufl ohne Saule Er dient
dazu, die Position eines normalen Reiters zu markieren. Dieser kann dann re-
produzierbar aus dem Strahlengang entfernt und wieder hineingestellt werden.

e Den Stellringen. Diese werden auf den Reiterstab gesteckt. Nachdem die Ho-

he des Systems festgelegt ist, werden sie festgeschraubt und der Stab kann
verdreht werden, ohne die Hohe des Systems zu verédndern.
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6.1 Das Justieren der Apparatur

Zentriertechniken: Das Zentrieren erfolgt in zwei Schritten:

e Zunéchst ist die Achse des einzubauenden Systems parallel zur Achse der schon
vorhandenen Systeme auszurichten. Die Achse eines Systems steht in der Regel
auf seiner Fassung senkrecht. Diese wird ausgerichtet, indem man einen Spiegel
auf ihr auflegt und sie so verdreht, dass das am Spiegel reflektierte Biindel in
sich selbst zuriicklduft. Man sollte versuchen, den Spiegel auf der Seite des
Systems anzulegen, auf der das Biindel parallel ist (bzw. weniger divergiert).
Das Verfahren wird als Autokollimation bezeichnet. Die technischen Details
werden vom Betreuer demonstriert.

e Dann ist das System zur Achse zu zentrieren. Dazu wird die Zentrierscheibe

in zwei Positionen aufgebaut: Einmal so nah wie moglich am zu zentrierenden
System (Entfernung s;) und einmal moglichst weit entfernt (Entfernung s,).
Durch Justieren soll erreicht werden, dass das das System verlassende Biindel
auf der Zentrierscheibe in beiden Positionen zu ihrer Mitte zentriert ist. Dann
verlauft der Zentralstrahl des Biindels parallel zur optischen Bank.
Um das zu erreichen, kann man entweder das System oder die Zentrierscheibe
verstellen. Man wihlt die Moglichkeit aus, die zum kleineren Verstellweg fiihrt.
Nur dann konvergiert das Justierverfahren. In der Regel ist bei systemnaher
Position der Zentrierscheibe diese, bei systemferner Position das System zu
verstellen. Beide Schritte miissen Sie mehrfach wiederholen. Der Iterations-
prozef konvergiert um so schneller, je grofler das Verhéltnis ss : 51 ist.

Positioniertechniken: Das Positionieren eines Systems ist einfach, falls es von ei-
nem Parallelstrahlbiindel beleuchtet wird. Man stellt dorthin, wo der Brennpunkt
des Systems liegen soll, eine Mattscheibe. Das System bildet das Parallelstrahlbiin-
del in seinen hinteren Brennpunkt ab. Der dort entstehende Fokus erzeugt von den
Mattscheibenkornern Zentralprojektionsbilder. Diese sind um so grofler, je weniger
der Fokus von der Mattscheibe entfernt ist. Liegt er in der Mattscheibenebene, so
ist ihr Durchmesser maximal. Zum Positionieren ist die Blende des Zooms stets ma-
ximal zu Offnen.

Um zu verstehen, dass man von Phasenobjekten wie den Mattscheibenkornern iiber-
haupt Zentralprojektionsbilder erzeugen kann und dass deren Durchmesser bei Lage
des Projektionszentrums in der Mattscheibenebene einen endlichen Wert hat, muss
man Beugungserscheinungen beriicksichtigen.

6.1.3 Die einzelnen Justierschritte

Sie haben die Aufgabe, die auf das Zoom folgenden Komponenten korrekt zu justie-
ren. Ist ein Element endgiiltig justiert, so ist seine Lage durch einen Anschlagreiter
zu markieren. Es sind die folgenden Elemente zu justieren:
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Die Spiegel: Stellen Sie beim Zoom eine Brennweite von 130 mm ein. Schlieflen
Sie seine Blende. Bringen Sie den Justierstab in den Strahlengang. Stellen Sie die
Zentrierscheibe dahinter auf, und zentrieren Sie diese zum durch die Bohrung des
Justierstabs hindurchtretenden Lichtbiindel.

Setzen Sie den Spiegel Spl ein. Stellen Sie die Zentrierscheibe auf die zur schmalen
Seite des Tisches parallele optische Bank so nahe wie moglich am Spiegel auf. Zen-
trieren Sie das Biindel auf der Zentrierscheibe, indem Sie den Spiegel parallel zur
optischen Bank verschieben und die Hohe der Zentrierscheibe (meist nur geringfiigig)
nachjustieren. Stellen Sie die Zentrierscheibe ans Ende der optischen Bank. Zentrie-
ren Sie das Biindel erneut, indem Sie den Spiegel verdrehen und verkippen. Grobe
Abweichungen werden durch Verdrehen des Spiegels mitsamt seiner Halterung, klei-
nere mit den beiden Justierschrauben an der Riickseite der Halterung korrigiert.
Wiederholen Sie die beiden Justierschritte mit spiegelnaher und spiegelferner Zen-
trierscheibe, bis das Biindel exakt parallel zur optischen Bank verlduft.

Machen Sie dasselbe mit dem Spiegel Sps.

Beim Justieren von Spl werden Sie vom Betreuer angeleitet. Sp, miissen Sie selb-
standig justieren.

Der Strahlteiler: Justieren Sie den Strahlteiler StT analog zu einem Spiegel. Da
der Wiirfel nicht verkippt werden kann, entfillt das Justieren der Zentrierscheiben-
hohe. Justieren Sie die Hohe von Photoobjektiv Ph2 und Achromat ACh4 wie unter
6.1.2 beschrieben. Justieren Sie die Fassungen von beiden durch Autokollimation.
Bauen Sie den Achromat ACh4 etwa 270 mm von der Mitte des Strahlteilers ent-
fernt ein, und markieren Sie seine Position durch einen Anschlagreiter. Stellen Sie
die Mattscheibe in seinen Fokus (siehe 6.1.2), und markieren Sie ihre Position. Er-
setzen Sie die Mattscheibe durch die Zentrierscheibe. Bauen Sie das Photoobjektiv
Ph2 etwa 135 mm von der Mitte des Strahlteilerwiirfels entfernt ein. Verschieben
Sie den Wiirfel so, dass der Fokus auf der Zentrierscheibe genau iiber der Mitte der
optischen Bank liegt. Markieren Sie die Position des Wiirfels.

Einbau des Achromaten ACh4 als Hilfskollimator: Entfernen Sie den Strahl-
teiler. Stellen Sie ACh4 auf der optischen Bank parallel zur Schmalseite des Tisches
etwa 300 mm vom Spiegel Sp2 entfernt auf. Offnen Sie die Blende des Zooms. Stellen
Sie die Mattscheibe in den Fokus von ACh4, und markieren Sie ihre Position.

Einbau des Achromaten ACh2: Stellen Sie die Zentrierscheibe auf die optische
Bank parallel zur Schmalseite des Tisches, und kontrollieren bzw. korrigieren Sie
ihre Lage. Stellen Sie den Strahlteiler an seine alte Stelle und 70 mm vor seine
Vorderseite eine Mattscheibe (Position der dem Licht zugewandten rauhen Seite).
Bauen Sie den Achromat ACh2 mit der markierten Seite der Fassung zum Licht
gewandt ein, und justieren Sie seine Fassung durch Autokollimation. Verschieben Sie
ihn so, dass sein Fokus auf der Mattscheibe liegt. Ersetzen Sie die Mattscheibe durch
die Zentrierscheibe, und zentrieren Sie den Fokus durch Justieren des Achromaten.
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Entfernen Sie den Strahlteiler, und kontrollieren Sie die Zentrierung duch Aufstellen
der Zentrierscheibe bei beiden Spiegeln. Kleine Abweichungen von der Hoéhenlage
konnen Sie durch Nachjustieren von ACh2 und der Zentrierscheibe beseitigen. Bei
merklichen Abweichungen in der Seitenlage oder grofleren Abweichungen bei der
Hohenlage ist der Betreuer zu benachrichtigen.

Einbau des Achromaten ACh3: Bauen Sie den Teilerwiirfel wieder ein, und stellen
Sie den Achromaten ACh3 ans Ende der optischen Bank in die Nahe des Spiegels Sp2.
Justieren Sie seine Fassung durch Autokollimation. Fokussieren Sie das Biindel hinter
dem Hilfskollimator ACh4 in die Ebene der dort aufgestellten Mattscheibe durch
Verschieben von ACh3. Entfernen Sie ACh4 und die Mattscheibe, und zentrieren
Sie ACh3.

Einbau des Photoobjektivs Phl: Bauen Sie das Photoobjektiv Phl (f=50 mm)
ein, justieren Sie seine Fassung durch Autokollimation, und zentrieren Sie es.

Einbau des Achromaten ACh4 vor der Videokamera: Entfernen Sie ACh2 und
Ph2 nach Markieren ihrer Position. Stellen Sie ACh4 an seine alte Position auf
der mittleren Bank zuriick. Vom Strahlteiler féllt jetzt ein Parallelstrahlbiindel auf
ACh4. Fokussieren Sie es durch Verschieben von ACh4 auf die Mattscheibe. Bauen
Sie ACh2 und das Photoobjektiv Ph2 wieder ein. Das Licht soll Ph2 als Parallel-
strahlbiindel verlassen. Das erreichen Sie, indem Sie Ph2 so verschieben, dass das
Licht von ACh4 auf die Mattscheibe fokussiert wird.

Einstellen der Kamera: Stellen Sie die Kamera so auf, dass die Vorderkante ihres
Objektivs etwa 140 mm von der Mattscheibe entfernt ist. Benutzen Sie die kleine
Irisblende als Objekt. Zentrieren Sie mit der Kamera das Beugungsbild auf dem Mo-
nitor. Stellen Sie es mit dem Kameraobjektiv scharf. Benutzen Sie den Rasterstern
als Objekt. Sein Beugungsbild ist wieder ein Rasterstern. Stellen Sie die radialen
Strukturen dieses Sterns durch Nachfokussieren mit dem Kameraobjektiv scharf.
Kontrollieren Sie, ob Sie durch vorsichtiges Nachfokussieren von Ph2 noch Schérfe
gewinnen konnen.

Lassen Sie die Qualitdt der Beugungsbilder von Blende und Rasterstern vom Be-
treuer kontrollieren.

Nachbessern des Beugungsbildes: Stellen die Mattscheibe mit dem Maflstab wie-
der in die Ebene des Beugungsbildes. Optimieren Sie die Bildschérfe indem Sie nach-
einander ACh2, ACh4 und das Kameraobjektiv verstellen.

Wechseln des Kollimators AChl: Bei Verwenden von kleinen beugenden Objek-
ten ist der langbrennweitige Kollimator AChl (f= 300 mm) durch einen kurzbrenn-
weitigeren, ein Photoobjektiv von 50 mm Brennweite, zu ersetzen. Stellen Sie dazu
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wieder eine Mattscheibe in die Ebene des Beugungsbildes. Stellen Sie den kurzbrenn-
weitigen Kollimator an seine mit einem Anschlagreiter markierte Position vor der
Modenblende. Zentrieren Sie damit das Beugungsbild auf dem Monitor. Fokussie-
ren Sie den neuen Kollimator, indem Sie das Beugungsbild auf dem Monitor scharf
stellen. Ein dazu geeignetes Objekt ist der Rasterstern.
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6.2 Versuchsdurchfiihrung

6.2 Versuchsdurchfiihrung

6.2.1 Vorbemerkungen

Hinweis zur Dokumentation IThrer Versuchsauswertung: Fiir eine iiber-
sichtliche und vollstindige Darstellung IThrer Versuchsauswertung ist es ratsam,
stets die notigen Bildaufzeichnungen sowohl in der Ebene S;, als auch in S;, al-
so Beugungsmuster und Bild nebeneinander anzufiithren. Dadurch lassen sich die
beobachteten Phénomene besonders anschaulich erklédren. (siehe hierzu auch An-
hang B)

Es ist aber durchaus nicht nétig, jede Beobachtung aufzuzeichnen! (sie-
he hierzu auch Kapitel 6.3)

Als Objekte fiir Thre spéateren Versuche dienen Thnen zum einen Dias, auf denen sich
das gewiinschte Muster befindet und die Sie in dem Diakasten auf dem Schreibtisch
vorfinden, zum anderen separate Blenden oder Objekthalter, die in der Lochplatte
ebenfalls auf dem Schreibtisch stehen. Verwenden Sie als Objekthalter fiir die Di-
as einen der beiden Drehhalter und setzen Sie diesen immer auf einen verstellbaren
Reiter. Grundsatzlich ist darauf zu achten, dass die Objekte gut zentriert vom Laser-
biindel durchstrahlt werden, denn sonst spielen héufig noch Beugungserscheinungen
vom Rand der Objekte eine grofle Bedeutung und die zu beobachtenden Phénomene
sind schwer oder gar nicht mehr zu erkennen.

6.2.2 Das Versuchsprogramm

Vorbemerkung: Fiir quantitative Auswertungen in der Bildebene kann es notwen-
dig sein, von einem Bild des Mafistabs eine Aufnahme anzufertigen.

Die Abbildungsmafstibe auf dem Ausdruck sind in horizontaler und vertikaler Rich-
tung verschieden. Es ist vorteilhaft, den Mafistab bei einer der Messungen nicht nur
waagerecht, sondern auch senkrecht aufzunehmen.

1. Machen Sie sich durch Experimente mit Kreisblenden, Spalten und Gittern
verschiedener Grofle bzw. Gitterkonstante mit den Eigenschaften der Appara-
tur vertraut. Beobachten Sie, wie Sie die Gréfle des priméren Bildes auf dem
Monitor mit dem Zoom des Fernrohrs und dem Zoom der Kamera veréindern
konnen. Hinweis fiir spitere Experimente: Wenn Sie die Gréfle des priméren
Bildes mit dem Zoom des Fernrohrs verédndern, so verschiebt sich dadurch das
primére Bild geringfiigig zur Seite.

2. a) Betrachten Sie die Beugungsbilder der Irisblende bei mehreren Blenden-
groflen. Wihlen Sie davon zwei aus, die in der Beugungsebene hinrei-
chend genau vermessen werden konnen. Wéhlen sie zusétzlich dazu zwei
Gitter aus, bei denen Sie bei gleichen Einstellungen der Apparatur im
Beugungsbild die zweiten Ordnungen noch ausmessen kénnen. Ist beides
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b)

)

nicht gleichzeitig moglich, so muss eine andere VergroBerung fiir das Beu-
gungsbild mit Hilfe der beiden Zooms eingestellt werden.

Machen Sie bei gleicher Justierung der Apparatur Aufnahmen der Bilder
und Beugungsbilder der Kreisblende und des Gitters bei zwei verschiede-
nen Groflen bzw. Gitterkonstanten.

Betrachten Sie die Beugungsbilder der Lochblenden bei verschiedenen
Blendengrofien.

Blenden Sie in der Beugungsebene das zentrale Beugungsmaximum aus.

3. Kreuzen Sie zwei Spalte und justieren Sie so, dass Sie die auf der Diagonalen
auftretenden Maxima nachweisen konnen.

4. a)

Benutzen Sie das Gitter mit der zweitgrofiten Gitterkonstanten. Setzen
Sie davor eine Irisblende. Schlieflen Sie sie soweit, dass nur wenige Peri-
oden des Gitters hindurchgelassen werden. Verschieben Sie die Irisblende
senkrecht zur optischen Bank entlang des Gitters und beobachten Sie die
Anderungen am Beugungsbild. Der Effekt ist besonders deutlich, wenn
Sie die Blende schnell verschieben. Wie ist die Erscheinung theoretisch
zu erkliaren? Machen Sie Aufnahmen von zwei charakteristischen Situa-
tionen.

Machen Sie das analoge Experiment mit einem Gitter und einem Spalt.
Sie sollten dazu einen waagerechten Spalt benutzen, damit Sie Gitter und
Spalt leichter parallel stellen kénnen. Suchen Sie hierbei zwei Situationen
aus, von denen eine nicht trivial erklart werden kann.

5. Experimente mit dem Rasterstern 1

a)

Benutzen Sie den Rasterstern mit einer davor aufgestellten Irisblende.
Zentrieren Sie im priméren Bild die kleine Irisblende. Hierbei kann eine
in der Ndhe des Objektes aufgestellte kleine Kreisblende niitzlich sein.
Zentrieren Sie die Irisblende vor dem Objekt zum Stern. Beobachten Sie
dabei sowohl das primére als auch das sekundére Bild. Sie erkennen jetzt
im priméren Bild eine Bandpasscharakteristik. Anderen Sie die untere
und obere Grenze des Bandpasses systematisch, und beobachten Sie die
Auswirkungen auf das sekundére Bild. Machen Sie Aufnahmen von zwei
deutlich unterschiedlichen Situationen.

Filtern Sie ein Bild des Sterns mit zwei Systemen von Ringblenden (mehr
als zwei Ringe!). Die Qualitit des sekundéren Bildes hingt ganz wesent-
lich von einer sorfiltigen Justierung der Ringe ab. Achten Sie darauf, dass
die im sekundéren Bild beobachtbaren Bandsperren gut ausgepragt sind.

6. Experimente mit dem Rasterstern 2

a)

Machen Sie defokussierte Aufnahmen (10 cm) vom Rasterstern (in der
runden Fassung). Machen Sie eine Aufnahme des Mafistabs, um die Orts-
frequenzen im Bild in Angaben im Objekt umrechnen zu kénnen.



6.3 Auswertung

b) Machen Sie eine Aufnahme des Rastersterns mit der Foucault’schen Schnei-
de in der Beugungsebene.

¢) Machen Sie eine Aufnahme des defokussierten Rastersterns mit der Fou-
cault’schen Schneide in der Beugungsebene.

d) Machen Sie eine weitere defokussierte Aufnahmen (20 cm) vom Raster-
stern.

7. Benutzen Sie das grob gerasterte Photo und entfernen Sie das Druckraster,
indem Sie mit der kleinen Irisblende héhere Ordnungen ausblenden. Welche
anderen Moglichkeiten zum Entfernen des Rasters gibt es noch?

8. Benutzen Sie Buchstaben als Objekte. Blenden Sie einzelne Buchstaben mit ei-

ner Irisblende aus. Beobachten Sie, wie sich das Bild eines Buchstabens dndert,
wenn Sie im priméren Bild mit der kleinen Irisblende héhere Ortsfrequenzen
ausblenden. Die kleine Blende ist dazu moglichst sorfiltig zu zentrieren. Ma-
chen Sie dies bei dhnlichen Buchstaben, und priifen Sie, welche Orstfrequenzen
man benotigt, damit sie unterscheidbar bleiben.
Bei Buchstaben mit ausgeprigten linearen Elementen kann man deren Aus-
wirkungen aufs Beugungsbild meist identifizieren. Verifizieren Sie dies, indem
Sie die entsprechenden Stukturen im Beugungsbild mit einem Spalt ausblen-
den.

9. Benutzen Sie die Aufnahme von Connexon als Objekt. Filtern Sie mit der ent-
sprechenden Maske nur die Hauptmaxima heraus.
Hinweise zum Justieren: Die Grofle des priméren Bildes ist mit dem Zoom des
Fernrohrs an die Maske anzupassen.
Da Sie mit einem periodischen Objekt arbeiten, kénnen Sie die Struktur des
sekundéren Bildes durch Defokussieren massiv beeinflussen, ohne dass dabei
eine Struktur schérfer als die andere erscheint. Die Grundlagen dieses Phéno-
mens haben Sie in einem fritheren Experiment untersucht. In welchem? Wie
konnen Sie die wirkliche Bildebene finden?
Wenn das Beugungsbild des Objektes und die Maske gegeneinander verdreht
sind, kénnen Sie zum Justieren sowohl das Objekt als auch die Maske verdre-
hen. Was ist vorteilhafter?

6.3 Auswertung

6.3.1 Auswertung von Beugungsbildern

Vorschlage fiir quantitative Auswertungen: Quantitative Auswertungen sind an
mehreren Stellen sinnvoll:

1. Fiir die Beugungsbilder von Spalt, Kreisblende und Gitter.

2. Fiir die obere und untere Grenze des Frequenzbandes bei der Bandpassfilterung
am Rasterstern.
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3. Fiir die Mitte der durchgelassenen Frequenzbénder bei der Filterung des Sterns
mit Ringblenden.

4. Fir die defokussierten Aufnahmen des Raster- und des Phasensterns.

Vorgehen bei der Auswertung: Zur Auswertung messen sie die Grofle der Objekte
bzw. die Gitterkonstanten und die Grofle der Beugungsbilder (Breite des zentralen
Maximums bzw. Lage der ersten Beugungsordnung). Berechnen Sie die Produkte
aus Grofle des Objektes und des Beugungsbildes. Vergleichen Sie das Verhéltnis der
Produkte zueinander mit dem theoretischen Wert.

Bei der Bandpassfilterung an Sternaufnahmen ist analog zu verfahren.

6.3.2 Auswertung der defokussierten Sternaufnahmen

Zur Auswertung messen Sie die Lage der Nullstellen der iibertragungsfunktion auf
den Sternaufnahmen aus. Die Interpretation hat von der Formel fiir die iibertra-
gungsfunktion:

D4(R) = cos{miAz\R?}
Dp(R) = sin{miAzAR?}

auszugehen. Mit Hilfe dieser Formeln kann man den Zusammenhang zwischen der
Ordnung einer Nullstelle und ihrer Lage linearisieren (siehe Theorie, Abschnitt 4.2.5).
Zudem kann man durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor den Einflufl der
verschiedenen Werte fiir die Defokussierung und die Sektorenzahl eliminieren. Als
Ergebnis all dieser {iberlegungen erhalten Sie bei Auftragen der geeignet skalierten
Messwerte iiber der Ordnungszahl einen Graphen, in dem samtliche Messwerte auf
einer Geraden liegen. Vergleichen Sie die Steigung dieser Geraden mit dem theore-
tischen Wert.

Hinweise: Fiir den Vergleich mit der Theorie miissen Sie den Abbildungsmafstab
beriicksichtigen. Sie erhalten nur dann eine Gerade fiir alle Messpunkte, wenn Sie
auch halbzahlige Ordnungszahlen einfiihren.

6.3.3 Hinweise zur Ausarbeitung

Abschlieflend seien noch die Kriterien angefiihrt, die Sie beim Anfertigen Thren Prak-
tikumsausarbeitung beachten sollten:

e Wir erwarten keine Abhandlung zur allgemeinen Theorie, die dem Versuch
zugrunde liegt, denn eine Kurzzusammenfassung steht ja bereits in der Ver-
suchsanleitung; auflerdem erscheint es iiberfliissig Seiten aus Lehrbiichern zu-
sammenzuschreiben.

e Eine kurze Beschreibung des Versuchsaufbaus erscheint dagegen doch sinnvoll,
damit Thre Unterlagen zuhause vollstdndig sind.
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Wenden Sie also die Theorie stets auf die konkret durchgefiihrten Experimente
an.

Es erscheint uns wichtig, dass Sie einerseits die Ph&nomenologie der Versu-
che verstehen und beschreiben, dass Sie aber auch dabei eine mathematische
Diskussion nicht ganz vergessen.

Kurz: Wir wollen, dass Sie das protokollieren, was Sie auch tatséich-
lich gemacht haben!

Bei der Ausarbeitung sollten folgende Experimente ausfiihrlich dargestellt
werden:

— Die in 2a angegebenen Versuche zu Blenden, Spalten und Gitter, wobei
hier auch eine umfassende mathematische Diskussion erforderlich ist.

— Die Versuche mit Gitter2 und der Irisblende; Punkt 4a.

— Die in ba ausgefiithrten Versuche mit dem Sektorstern.

— Die defokussierte Beobachtung des Sektor- oder Phasensterns wie in 6a
beschrieben.

Die Ausarbeitung der anderen Versuche kann knapper erfolgen.

Vergessen Sie nicht Thre Ausarbeitung mit Thren Aufnahmen zu dokumentie-
ren.

Nochmals wollen wir betonen, dass uns die ausfiihrliche Bearbeitung der in-
teressanteren Aspekte am Herzen liegt.
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A Grundregeln des Laserschutzes

Der im Versuch ,Kohérente Bildverarbeitung® verwendete Laser mit 4mW Aus-
gangsleistung vermag Ihr Auge zu schiadigen. Die im Folgenden aufgefiihrten Regeln
sind deshalb strikt einzuhalten.

1. Blicken Sie niemals in den ungeschwéchten Laserstrahl.
2. Schiitzen Sie sich und Ihre Kommilitoninnen und Kommilitonen vor ungewoll-

ter Exposition durch Laserstrahlung, indem Sie:

e Beim Hantieren an der Apparatur Ringe, Armreifen und Armbanduhren
abnehmen.

e Beim Justieren darauf achten, dass der Strahl die Arbeitsplatte nicht
verlasst.

3. Verwenden Sie beim Justieren immer dann, wenn Sie in den geschwéchten
Strahl blicken, die Laserschutzbrillen, die im Raum ausliegen.
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Beispiel zur Bildaufnahme
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Abbildung B.1: Bild und Beugungsmuster von Gitterl ohne Spalt
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B FEin Beispiel zur Bildaufnahme

Abbildung B.2: Bild und Beugungsmuster von Gitterl mit schmalem Spalt
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Abbildung B.3: Bild und Beugungsmuster von Gitterl mit etwas breiterem Spalt
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C Mathematische Grundlagen

Dieser Abschnitt will Thnen eine kurze Zusammenfassung bzw. einen kleinen Uber-
blick iiber die mathematischen Grundlagen geben, die dem Versuch zugrundeliegt.

Weiter sei bemerkt, dass in diesem Paragraphen Vektoren stets fett geschrieben
dargestellt werden.

C.1 Korrelation

Um zwei Signale im Hinblick auf den Grad der Ahnlichkeit unter ihnen zu verglei-
chen, verwendet man die Korrelationsanalyse. Dabei ist die Autokorrelation definiert
als

+00
errluv) = [ [ fap)f (@ =y - v)dedy, (C.1)
wofiir oft auch geschrieben wird

¢rp(u,v) = f(u,0) @ [ (u,v). (C.2)

Bei der Autokorrelation wird die urspriingliche Funktion rdumlich um einen Vektor
(u,v) verschoben, das Produkt aus verschobener und nichtverschobener Funktion
gebildet und die (dem Uberlappungsgrad entsprechende) Fliche unter dieser Pro-
duktkurve mittels des Integrals berechnet. Die Autokorrelations-Funktion cgy(u, v)
liefert nun das Ergebnis dieser Fldchenberechnung nicht nur fiir einen, sondern fiir
alle Werte von (u,v). Ein praktischer Grund fiir dieses Verfahren wére z.B. das Her-
ausheben eines Signals aus einem Hintergrundrauschen.

Ahnlich zur Autokorrelation ist die Kreuzkorrelation definiert, nihmlich

crglu,v) = // flz,y)g"(x —u,y —v)dzdy (C.3)

oder abkiirzend
e1y(,0) = F(u,0) ® g*(u, ). (C.4)

Es sei darauf hingewiesen, dass eine Faltung eine der Funktionen spiegelt und dann
die Uberdeckungsfliche, d.h. die Fliche unter der Produktkurve aufsummiert. Im
Gegensatz dazu addiert die Korrelation die Uberlappung auf, ohne eine der Funk-
tionen zu spiegeln.

Aus den Korrelationen erhélt man sofort zwei wichtige Theoreme:
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1. Der Wiener-Khintchine-Satz besagt, dass die Fouriertransformierte der Auto-
korrelation einer Funktion f(z) das Betragsquadrat der Fouriertransformierten
von f(x) ist; in Formeln:

T{cs(x)} = F(R)F(R) = | f(R)’ (C.5)

wobei T{..} die Fouriertransformation bezeichnet und |f(R)|? ,, Wienerspek-
trum’ oder ,spektrale Energieverteilung” genannt wird.

2. Die Parsevalsche Gleichung lautet

[ @) @)z = [ f(R)g (R)aR (C.6)

und fiir f = g gilt weiter

+00 +00 ~
[ 1s@)Pdz = [ 17(R)PdR. (€7

Diese Beziehung zeigt uns, dass das Integral {iber das Betragsquadrat einer
Funktion f gleich dem Integral {iber das Betragsquadrat seines Spektrums ist.

C.2 Fouriertransformation
Definitionen

1. Hier wird die Fouriertransformation in der folgenden Weise definiert:

) = [ fayetds (C.8)

und die inverse Fouriertransformation als

f(x):% [ Fyed. (C.9)

Dabei werden {iblicherweise die Fourierpaare durch den gleichen Buchstaben,
einmal den kleinen, einmal den grofien, oder durch einen Buchstaben mit und
ohne einer ~ (Tilde) dariiber bezeichnet.

Zur Interpretation der Fouriertransformierten sei hier nur kurz auf Fourierrei-
hen und den Grenzwertbildungsprozess bei Reihen hingewiesen.
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C.2 Fouriertransformation

2. Integraltransformationen der Form
+oo
h(z') = / f(z' —x)g(x)dr oder kurz h(x') = f(z') % g(z')

werden Fultungsintegrale oder einfach Faltung genannt.

(C.10)

Man ordnet also jedem Punkt einer Funktion eine zweite Funktion zu, die durch
erstere ,, gewichtet wird. iiber die Gesamtheit der zugeordneten Funktionen
wird integriert. Man beachte auch die Symmetrie des Integrals bzgl. der beiden

Integrandenfunktionen.
3. Einige wichtige Funktionen

1 fir—i<ax<i
rect(z) = { 0 sonst ’ ’

sin(z)

sinc(x) =
x

1 firr <1

circl(r) =4 0  sonst
mit 7 = VTP
2
beinc(x) = H(@)
T

Hierbei bezeichnet Ji(x) die Bessel-Funktion der Ordnung k.

Grundlegende Sitze

1. Ortsverschiebungen werden in Phasenverschiebungen transformiert:

g(@) = flx —m9) —  g(k) = f(k)e ™
2. Symmetrieeigenschaft fiir reellwertige Funktionen:

f(x) reell — f(—k;):f*(k)

3. Der Fualtungssatz:

h(z) = fe)xg(x) — (k)= f(k)g(k)

Alle bisher angefiihrten Formeln gelten ebenso zweidimensional.

(C.11)

(C.12)

(C.13)
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C.3 Die Dirac’sche Delta-Distribution

Die Dirac’sche Delta-Distribution steht in engem Zusammenhang mit der Fourier-
transformation. Hier sollen die wichtigsten Eigenschaften dieser Distribution zusam-
mengefasst werden.

1. Die Dirac’sche Delta-Distribution wird definiert durch:

5(x>:{0 fir x # 0 (C.14)

oo firz=0

mit der Zusatzbedingung

“+oo
/ 5(x)dx = 1. (C.15)
2. Unter der siebenden Eigenschaft der Delta-Distribution versteht man:
+oo
/ §(x) f(x)dz = f(0). (C.16)

3. Die integrale Darstellung der Delta-Distribution lautet:

+00
1 .
Oz —x) = o / e~ tk@=0) g (C.17)

Am Ende sei noch darauf hingewiesen, dass die oben angefiihrten Punkte auch analog
in mehrdimensionalen Rdumen gelten.

C.4 Fourier-Transformiertenpaare

In der Tabelle C.1 sind x und k die korrespondierenden Koordinaten in Orts- und
Fourierraum. In zwei Dimensionen ist r die radiale Komponente der Polarkoordina-
ten im Realraum und k die radiale Komponente im Fourierraum.

C.5 Point Spread Function

Die Point Spread Function ist die Helligkeitsverteilung in der Brennebene einer Linse,
die von einer punktformigen Quelle im Unendlichen entsteht (Fraunhofer Ndherung).
Dazu betrachten wir eine monochromatische, ebene Welle mit der Wellenldnge A,
die sich in positiver X-Richtung ausbreitet und auf ein Objekt trifft. Wir suchen die
Intensitéit an einem beliebigen Punkt P in grofler Entfernung hinter dem Objekt
(sieche Bild C.1). Es sei dS ein Flichenelement das klein gegen die Wellenlénge A
sein soll. Somit konnen alle Beitrdge aus dS als phasengleich angegesehen werden
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C.5 Point Spread Function

Funktion Realraum Fourierraum
d-Funktion §(x — x0) eikzo
. +0o0o . o +00 o
Dirac-Kamm 2 0z —ja) DI (k - )
J=—00 J=—00
Rechteck-Funktion rect (x/a) a sinc (%)

1/a (1 - %') fir |z] <a

Dreieck-Funktion { 4a? sinc?(ak)

0 sonst
Zylinderfunktion circl (r/d) md? beinc(kd)
GauB-Kurve \/g exp (—az?) exp (;—’f)

Tabelle C.1: Einige Fourier-Transformiertenpaare

und addieren sich damit auf. Dies gilt fiir alle Winkel O, d.h. im Flachenelement
dS wird eine Kugelwelle emitiert (Fresnel-Huygens-Prinzip). Fiir diese Kugelwelle
kénnen wir schreiben:

dE = (;) ik gg (C.18)

Dabei ist € die Quellstiarke pro Fliachenelement, » der Abstand vom Flachenelement
dS in der Objektebene zum Punkt P, w die Kreisfrequenz und k = 27” die Wellenzahl.
Des weiteren wird die Quellstirke e als konstant iiber die Offnung angenommen.

Als néchstes miissen wir nun den Abstand r durch die Koordinaten x,y,z in der
Objektebene und X,Y,Z in der Beobachtungsebene ausdriicken (siehe Bild C.2). Ist
die Ausbreitungsrichtung die x-Richtung und somit gleich der X-Richtung, so ergibt
sich fiir den Abstand r:

r= X2 (Y — )2+ (2 2) (C.19)

Durch Ausmultiplizieren und unter Verwendung von R = v/ X2 + Y2 + Z2 ergibt
sich:

r= \/R2+y2+22—2(Yy+Zz) (C.20)

Da der Abstand r grofl gegen y und z angesehen werden kann, konnen wir diese
beiden Gréfien vernachlissigen und wir erhalten:

r= R\/1 - QLy;Z@ (C.21)
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C Mathematische Grundlagen

Abbildung C.1: Geometrie bei der Fraunhofer-Nédherung.

Die Entwicklung des Wurzelterms bis zum 2. Glied ergibt:

(Yy+Zz)]

= (C.22)

r:Rll—

Setzen wir diesen Ausdruck in G1.C.18 ein, so erhalten wir fiir den gesamten Beitrag
zum Feld F im Punkt P in der Fraunhofer-Néaherung:
. pi(wt—kR)
€-e ,
E = 7/ ik(Yy+Zz)/R ds .23
— [e (C.23)

Nachdem die Geometrie kreissymmetrisch um die optische Achse ist, ist es von
Vorteil Polarkoordinaten zu verwenden:

mit dem Flachenelement:

dS = pdpd¢ (C.24)
Verwenden der Polarkoordinaten in G1.C.23 ergibt:
€ - ei(WtfkR) a 2w A
B= S [ [ e o) g (C.25)
R p=0 J =0

Auf Grund der Kreissymmetrie konnen wir den Punkt P bzgl. der Koordinate ®
freiwéihlen, denn das Ergebnis darf auf Grund der Symmetrie nicht von ® abhéngen.
Zur Vereinfachung wéhlen wir @ = 0. Fiir die ¢-Integration ergibt sich dann:

27
/ et(kpa/R)cos(9) do =2 - Jy <@> (C.26)
=0 R
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C.5 Point Spread Function

Abbildung C.3: Besselfunktionen 1. Ordnung.

wobei Jy die Bessel-Funktion erster Art und 0. Ordnung ist (vgl. Bild C.3). Bild
C.3 zeigt die ersten 7 Besselfunktionen erster Art. Die Werte der Besselfunktion
berechnet man entweder mit einer Nadherungslosung oder mit Hilfe von Tabellen

(siehe z.B. https://mhf-e.desy.de/e638/e988/).

Verwenden wir das Ergebnis fiir die Integration tiber ¢ in Gl. (C.25), so erhalten

WIT':
i(wt—kR)

€-e @ kpq
E:72/ WL R 2
7 7Tp:0<]0<R>pp (C.27)

Zur Integration iiber die Besselfunktion kénnen wir die folgende Rekursionsformel
fiir Besselfunktionen benutzen:

— [u" T (w)] = u™ T o1 (1) (C.28)
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C Mathematische Grundlagen

fiir m = 1 folgt daraus:

/Ou ' Jo(u')du' = uJy(u) (C.29)

Jetzt miissen wir nur noch eine Variablensubstitution durchfithren v = kpg/R mit
dp = (R/kq)du’ und erhalten dann fiir unser Integral fiir das gesamte E-Feld im

Punkt P: wt—cR)
€- e\ R kaq
E= 2ma®—J C.30
R a kaq ! ( R ) ( )

Die Bestrahlungsstéirke I im Punkte P und damit die Point-Spread-Function, oder
auch airy-Funktion ergibt sich als Betragsquadrat des E-Feldes:

2
242 [, (ko

e () (C.31)
R? | kagq/R

Abb. C.4 zeigt ein zweidimensionales Bild der airy-Funktion. Die erste Nullstelle

Abbildung C.4: Airy-Funktion.

dieser Funktion findet sich bei:
asin® =1,22- A (C.32)

wobei a der Durchmesser der Apertur ist.
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